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Az Acta Mathematica orosz, francia, angol és német nyelven kézél értekezéseket a 
matematika korébol. 

Az Acta Mathematica valtoz6 terjedelmti fiizetekben jelenik meg: 20—30 fv terje- 
delemben, tébb fiizet alkot egy kétetet. Evenként altalaban egy kétet jelenik meg. 

A kozlésre szdnt kéziratok, lehetéleg géppel irva, a kévetkez6 cimre kildend6k: 


Acta Mathematica, Budapest 62, Postafick 440. 


Ugyanerre a cimre kiildendé minden szerkesztéségi és kiadéhivatali levelezés. 

Az Acta Mathematica eléfizetési ara k6tetenként 60 forint. Megrendelheté a ,,Kul- 
tura‘‘ Kényv és Hirlap Kilkereskedelmi Vallalatnal (Budapest V, Akadémia-u. 10. 
Bankszdmla: 929040. sz.), vagy kiilféldi képviseleteinél és bizomanyosainal. 


»Acta Mathematica“ nazaer rpatrari u3 oOLacTH MaATeMATHYeCKHUX HAyK Ha pyccKom, 
(PpaHUY3CKOM, AHTAMICKOM H HEMeENKOM A3HRaXx, 

»Acta Mathematica‘ saxoxut B 6pomopax nepemennoro oGnema (20—30 neyaTHMx 
JUCTOR) HECKOABKO BHIYCKOB OODEAMUAWTCA B OLHOM TOME, 

Emeroxuo mpesBuyeno u3anue OxHOro TOMA, 

Ilpequasnayennbe Jia nyO1MKAMM aBTOpcKNe pyKONMcH Caecayer Naupanaarh, WoO Bos- 
MOMHOCTH MAWMHOUMChIO, 10 CHEWY OUueMy aypecy: 


Acta Mathematica, Budapest 62, Postafidk 44). 
Ilooromy we agpecy Hanupaninerca BCAKAA RKOppecnonAeMuMA Aa peanut uw agMu- 
HUCTp aun. 
Iloquncuasn nena ,,Acta Mathematica‘ GO (hopunToK 3a TOM. danas upunuMaer Iper- 


pHaTHe 10 BHeMHei TOproBle KUT uraser ,,Kulttira (Budapest V, Akadémia-u. 1). Cuer 
Banka A 929040) uau ero sarpannaune upegerapureancrna i yuoanoMOyeHHHe, 


Deroy 1 yen Mert Vite 


OOnopsenHe Benrepckoi Akanemun Hay orkpbisio HOBYIO rlaBy B 
HCTOpHH BeHrepcKOH HayKuH. Yuenble Benrpuu scemu cusiamMu CrpemaATcA 
CHYKUTb flesIY Haposla HU CBOMMH HCcCNeAOBaHHAMH CMOCOOCTBOBaTb CO3sHfla- 
TeIbHOMY TPY/Y NocTpoenusv comunanu3sma. Benrepckan Hapoguas Pecny- 
OuKa OKasbipatt PasBHTHIO HayuHOH %HKusHH Hale cTpanbl rpomMayHy1o 
MaTepHaJIbHY!O H MOPaJIbHY!O MOMOI[b H HayKa NOJIb3veTCH B Halle poqune 
TaKMM YBaKeHHeM UM Tako NoAAeprKKOH, Kak ellle HHKOra B Halle ucTopun. 
OnHOH u3 XapakTepHbIxX uepT Halle OOHOBeHHOH HaYKH ABJIAeTCH CBASb 
M@XKIY HayuHoh Teopuu uu NMpakTHyecKoli XKH3HbIO. ITO B3aNMO/elcTBHe 
OKa3bIBaeT CepbesHoe, MOMOTBOPHOe BIINAHHeE Ha pasBiTHe Hale HayKH. 

Benrepckan Akaflemua Hayk moctapisia cedsa Weslo U3qaHiem HOBO 
cepun Acta Mathematica cmocoOcTBOBaTb YriyONeHHIO Me?KAYHapoAHbIx 
cBxa3seH mporpeccHBHoH HaYKH, anbHeHiieMy pasBUTHWO HayYKH, AesIY Mpa 
H Mporpecca u Apy?KObI Hapoos. 


INTRODUCTION 


La renaissance de |’ Académie des Sciences de Hongrie ouvre un nouveau 
chapitre dans l’histoire des sciences hongroises. Les savants hongrois font tous 
leurs efforts pour servir la cause du peuple travailleur et aider par leurs travaux 
de recherche le travail créateur de l’édification du socialisme. La République 
Populaire Hongroise contribue largement, matériellement et moralement, au 
développement de la vie scientifique de notre pays. Dans notre pays, le travail 
scientifique jouit d’une estime et d’un soutien tels qu’il n’en a encore jamais 
joui au cours de notre histoire. Une des caractéristiques de notre vie scienti- 
fique renaissante est le contact entre la vie scientifique et la vie pratique de 
notre pays. Cette influence réciproque se fait fructueusement sentir dans le 
développement de notre vie scientifique. 

Le but de Académie des Sciences de Hongrie, en publiant la nouvelle 
série des Acta Mathematica, est de contribuer par la au développement des rela- 
tions internationales de la science progressiste, au développement de la science, 
a la défense de la Paix et du progrés, et au développement de l’amitié entre 
les peuples. 


INTRODUCTION 


The rebirth of the Hungarian Academy of Science has opened a new 
chapter in the history of Hungarian science. The scientists of Hungary endea- 
vour in every way to serve the cause of the working’ people and with their 
research work to help in the creative task of building socialism. The Hungarian 
People’s Republic affords vast help and encouragement to the development of 
the scientific life of our country and scientific work in Hungary today is 
honoured and aided to an extent that is unparalleled in the history of the 
land. One of the characteristic features of our reborne science is the connection 
between scientific theory and the practical life of the country. This inter- 
relation has a profound stimulative effect on the development of our 
scientific life. 

The aim of the Hungarian Academy of Science in starting the new series 
of Acta Mathematica is to contribute to the improvement of the international 
relations of progressive science, to the further development of science, to the 
ause of peace, progress and the closer friendship of the peoples. 


EINLEITUNG 


Die Wiedergeburt der ungarischen Akademie der Wissenschaften er- 
éffnete einen neuen Abschnitt in der Geschichte der ungarischen Wissenschaft. 
Die ungarischen Gelehrten bemiihen sich auf jede Art und Weise der Sache 
des werktitigen Volkes zu dienen und mit ihren Forschungen die schépferische 
Arbeit des Aufbaues des Sozialismus zu fordern. Zur Entwicklung des wissen- 
schaftlichen Lebens in unserem Lande tragt die ungarische Volksrepublik mit 
riesiger materieller und moralischer Hilfe bei. Die wissenschaftliche Arbeit 
in unserer Heimat wird in solchem Make geschitzt und unterstiitzt, wie noch 
niemals in unserer Geschichte. Einer der charakteristischen Ziige unserer 
wiedergeborenen Wissenschaft ist die Verbindung der wissenschaftlichen 
Theorie mit der Praxis im Leben unseres Landes. Diese Wechselwirkung ist 
von ernstem, fruchtbarem Kinflu8 auf die Entwicklung unseres wissenschaft- 
lichen Lebens. 

Mit der Ausgabe der neuen Serie der Acta Mathematica verfolgt die unga- 
rische Akademie der Wissenschaften das Ziel, beizutragen zur Veitiefung der 
internationalen Verbindungen der fortschrittlichen Wissenschaften, zur 
Weiterentwicklung der Wissenschaft, zum Frieden und zum Fortschritt, zur 
Sache der engeren Freundschaft zwischen den Vélkern. 


ON THE FEUERBACH-SPHERES OF AN ORTHOCENTRIC 
SIMPLEX 


By 
E. EGERVARY (Budapest), member of the Academy 


1. Attempting to extend the theorems of the geometry of the triangle 
to three and more dimensions it is known by experience that strict analogies 
exist only in the case of an orthocentric tetrahedron or simplex, i. e., such one 
whose altitudes have a point in common. 

Actually it has been reeognized rather long ago that the Feuerbach- 
circle (or nine-point circle) has no analogon in the case of a general tetra- 
hedron, but if the tetrahedron is orthocentric then there are two spheres (the 
, twelve-point** spheres), each of which can be regarded as the three dimensional 
extension of the Feuerbach-circle. 

Recent researches! have shown that with an orthocentric simplex in 
nm — 1 dimensions n spheres may be associated so that the k-th sphere 
contains the orthocenters and the barycenters of all the * — 1 dimensional 
partial simplices. Consequently, in m — 1 dimensions there are n extensions 
of the Feuerbach-circle. These Feuerbach-spheres belong to the pencil which is 
determined by the circumsphere and the polarsphere. 

It is well known that the discussion of the Feuerbach-figure is rather 
asymmetrical and cumbersome if one uses Cartesian coordinates. Therefore 
several writers, when dealing with the Feuerbach-circle, made use of triangular 
coordinates. The discussion in Cartesian coordinates becomes even more 
clumsy in the case of three and more dimensions. 

In the present paper we wish to show that the Feuerbach-figure in any 
dimension is capable of a symmetrical and very intuitive analytic represen- 
tation by means of an orthocentric system of coordinates. 

The orthocentric system of coordinates is a barycentric system whose 
fundamental simplex (tetrahedron) is orthocentric. In order to simplify the 
discussion of metric questions, the barycentric coordinates can be normalized 
in such a way that their sum should be equal to 1. 


1 —. Eaervdry, On Orthocentric Simplexes, Acta. Scient. Math. Szeged., 9 (1940), 
pp. 218— 226. 
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These orthocentrie coordinates proved to be a very useful instrument 
in the treatment of some metric questions?. Their application to the investiga- 
tion of the Feuerbach-figure is particularly suggested by their close connection 
with the poly(penta)spherical coordinates. 

2. The Feuerbach-circle possesses the following characteri:tic pro- 
perties: 

I. It is a Carnot-conic of the fundamental triangle belonging to the 
orthocenter and the barycenter. 

II. It is a pedal-conic of the fundamental triangle belonging to the 
orthocenter and the circumcenter. 

IIT. It touches each of the four tangent-circles of the fundamental 
triangle. 

I shall show first that a simplex in » — 1 dimensions being given, one 
can associate with any pair of points n quadrics each of which is an extension 
of the Carnot-conic. 

In agreement with this interpretation, the Feuerbach-spheres @,), 
Pi), ---, Pq of an orthocentric simplex appear as the Carnot-quadrics 
belonging to the orthocenter and the barycenter. 

Moreover I prove that the Feuerbach-sphere @) is the pedal-quadric 
of the orthocenter and of its symmetric with respect to the center of Dr), 
i. €., it passes through the orthogonal projections of these points on the k—1 
dimensional partial simplices. 

Before entering into the discussion of the Feuerbach-figute we give 
a short summary of the properties of the orthocentric system of coordinates. 


I. The orthocentric system of coordinates 


1. If in the space of n—1 dimensions a fixed set of N (= n) points 
P,, Py, ..., Pw (containing at least one non-degenerate n—1 dimensional 
simplex) is given, then any point X may be represented as the barycenter of 
masses § placed in the points P; (i= 1,2,..., NV). Using the notation of 
GRASSMANN, a point X can be represented in the form 


(1) EX) = 5, P, + S2Po —+ vee -L En Pn 
E,+6+....+ En 


and the (real) numbers §; are the homogeneous (and in the case N > n swper- 
numerary) barycentric coordinates of the point X. When dealing with metric 


problems it is convenient to use normal barycentrie coordinates submitted 
N 


to the restriction >’ £; = 1 (with the exception of points at infinity). 
i 


*See e. g. KE, Eaurviry, Uber ein riiumliches Analogen des Sehnenvierecks, 
Journ. f. Math., 182 (1940) .pp. 122—128. 
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, =e ee 
(2) Bee i Ec, —9), > f= > i = 1 
i,j=1 1 1 
(>I) 
2. A general simplex of n points P,P,...P, inn —1 dimensions is 
n (n — 1) 


determined by independent parameters, e. g. by the lengths of 


its edges P; P;. If the simplex is orthocentric, i. e., if its altitudes meet in one 
n(n — 3) 
9 


“= 


equations. In order to avoid the necessity of having regard continually to 
these equations of condition it seems to be desirable to determine an ortho- 
centric simplex by a minimal number of independent and symmetrical para- 
meters. 


point Py (the orthocenter), then its parameters have to satisfy 


In one of my previous papers! I have shown that an orthocentric sim- 
plex P, P,...P, in n — 1 dimensions can be determined by n independent 
and symmetrical parameters in such a way, that the measure (length, volume) 
of its k — 1 dimensional partial simplices (k = 1, 2, .. ., m — 1) is immediately 
given by the elementary symmetric functions of the parameters in the form 


J 
(3) (2S ee ee ae ere e Seah a 


Tk ie 


In particular 
(3’) P;Pe =i ix. 


From this representation it is obvious that any partial simplex of 
an orthocentric simplex is orthocentric too. 

For some purposes it is more convenient to consider the set of n + 1 points: 
the orthocenter P, and the vertices P,, P:,..., P, asa whole, called an ortho- 
centric set of n + 1 points in the n — 1 dimensional space, each point of the 
set being the orthocenter of the simplex formed by the others. 

The mutual distances P; P; of the points of an orthocentric set can be 
expressed in the same way by n + 1 symmetric parameters /;(1=0, 1,..., 7) 


3”) P,P? =i +4; 
but the n-dimensional measure of the simplex formed by the points Py P;...Pnr 


of the » — 1 dimensional space is equal to 0, consequently, the parameters 
ji are restricted by the relations 


(4) oat care = 0, (Ai + Aj > 0). 
Ay Ay Tes 
According to this there is always one and only one negative value 
amongst the parameters /;, Or, what is the same thing, one and only one 
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point of the set PyP,...P, is contained in the interior of the convex cover 


of the set. 
The consideration of the » — 1 dimensional volumes of the simplices 


contained in the orthocentric set P,P,...P, shows immediately that if 


1 : ; we: : 
the masses — are placed in the points P; (i = 0, 1,...,), then each point 


Ai 
is the barycenter of the masses placed in the others. In other words, the 
Ime) wale As 2 : 
mass-points —*, —+,...,—* satisfy the equations 
Ay Ay An 
] 
Rote tie eel fy Hepple ae 
ho Ay a Ao / 1 hn 


i. e. they constitute an indifferent mass-system. 

3. In general we shall use in this paper the barycentric simplex-coordina- 
tes 4, %,...2%, referring to the basic orthocentric simplex P, P,...P,. But, 
for the sake of simplicity and symmetry, at the beginning we shall develop 
the most important metric relations in terms of the supernumerary barycen- 
tric coordinates §)§,§,...&, referring to the orthocentric set P,P, P,...Pp. 
Afterwards we arrive by specialisation at the corresponding relations in terms 
of the simplex coordinates. 

Let £ £,5,...§, be a system of supernumerary barycentric coordinates 


n n n 
of a point X,i.e., X = > Pikif > ki: > £;= 0. Then, from the fact that the 


0 i) v0 
mass-system P;//; is indifferent, we infer immediately that the most general 
system of supernumerary coordinates belonging to the same point Y is 
given by 


n n 
me fies > P; &; 
(5) Si — & + = " (a — Q, ] nr) xX: =— " = = o = 
Ad a iE 
a aa Sl 


where 9 denotes an arbitrary real parameter. 
Applying the expression (2) of the distance of two points and having 


regard to the relations (3’"), we find immediately that the expression for the 
distance in terms of the coordinates £; is given by 


7 JS Vppt P Soe tae 
LYS = 2 2 PP? Ee— mi) Ej aye ea) 
(6) F . v 
~\ C. in “ | 
da St a gee 


1 should not miss here to draw the attention to the analogy between 
the orthogonal Cartesian coordinates and the orthocentric coordinates. For 


ON THE FEUERBACH-SPHERES g 


both system of coordinates (and only in these cases) the expression for the 
squared distance reduces to a sum of squares. 
n 


4. The equation of any sphere, having the center C = vei; 


Uv 


n n 
eee ‘ Srey AL Se . : . 
= Vi = | and the radius r? = _» j; 77, may be derived immediately from (6) 
0 


0 


n n 
> c. ren ‘i <2 ‘ ar t . ~ 
o AEG — yi)? —PSSus—2D> unk = 0; Si= ws Fea 


or in homogeneous form 


n n n 
7 es 2™~ ¢ y¢ 
(7) aa hi Si — 2 2 hii bi DS & = 0. 


0) sored 0 
We infer from this that the » + 1 spheres /', having their centers in the 
vertices P; = eS Oni Li (Ox; = 0. for & +.2, 04, = 1) and their radii re iy te 
are represented by the equations 


n n 
os OP RO es Sire 
(8) a a ae f= 0,. | (hb == 0, 1, 2in., 0). 


0 0 
Any two of these spheres are orthogonal to each other in consequence of the 
equations r + re a P,P; =A, + An — (Ax + An) = 9. 
Comparing (7) with (8) we see that the equation of any sphere (point, 
plane) may be written as a homogeneous, linear combination of the forms /’, 


n n n n 
> 5 So Nae ho eee; = 
(9) SD een 
0 U0 v0 0 0 


and in the case of this representation of a sphere the supernumerary coordina- 
tes of its center are proportional to the coefficients 7;, while the radius is 


n n 

: y 2 Sl: 

given by r? = > heya /( Ps vi)?. 
0 0 


The plane resp. the point are obviously characterised by the relations 


n n 
E>, 7, = 0. resp. pos hi vi =), 


u 0 
5. In order to pass from the supernumerary coordinates (§ 552... £n) 


to the simplex-coordinates (21%... Xn) referring to one of the simplices, 
e.g. to P;P,...P,, we have only to impose on the supernumerary coordina- 
tes the restriction that the point P, is deprived of mass. This involves that the 
arbitrary parameter 9 in the expression (5) of the supernumerary coordinates 
must be chosen so that ay = &) — o/dy = 0, i. €. @ = Sp do. Hence the passage 
from &; to a; is mediated by the equations (and similarly the passage from 
yi to ¢;) 


(10) mj = —;——& G =I, 2,...,0). 
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n 
. Tale a © . 7 = . 
By means of these equations > 4; (& — yi)? will be transformed into 
0 


n n n 
. wu’ « . ~ 2 
> i; (aj — ¢)2 and similarly Ss; into > 2;; consequently, the general 
1 . Uv 0 
equation of a sphere in orthocentric simplex-coordinates takes the homoge- 
neous form 
n n 


n 
(11) > Aj xj — o> ery > t= 0 
1 1 


with arbitrary coefficients aj. 
Comparing this with (9), excluding the case of a plane and assuming 


n 


> 7, = 1, we get for the supernumerary coordinates y; and the radius r of the 


Vv 
sphere the following expressions: 


n n n q.)2 n g2 

— GG Oe es Soe er 1 4 
(12) 1 —— 1 y=; jG) SS rT => he = io! ae 5 — a > rae 

A hj Aj 1 1 Mj 1 Aj 


The corresponding formulae in terms of the orthocentric simplex-coordi- 
nates a; follow from here immediately by substituting these values in the 
equations (10), 


II. Representation of the Feuerbach-spheres as Carnot-quadries 
1. Two points 
u,P UP Uy P. 2 v v 
eB EG 2 PRUE Ye | ose me 
Uy + Ug + Ug Vy Ue Ug 
in the plane of the basic-triangle P,P,P; should be projected from the vertices 
on the opposite sides. According to a theorem of Carnot, these projections 


(0 Ugg) (% 0 Ug) (Wyte 0); (0 Vgvg) (V1 0 Vs) (VyLe O) lie on a conic represented 
by the equation 


U= 


9 {i 


Ya Uy le Un) Ula Os 


Consider now two points U, V in the n — 1 dimensional space, whose 
barycentric coordinates are (uy Wy... Up) resp. (Vy Vg... Up): 

These points U, V can now be projected from any n — k — 1 dimensio- 
nal partial simplex Py, ,Pxy9...P, on the &—1 dimensional comple- 
mentary partial simplex P,P, ...Px. The projection of U (being the point of 
intersection of the n—k dimensional plane P;,,Py.9...P, U with the 
k — 1 dimensional plane P, P,...P,) has the coordinates 


(Uy Uy. . s Ue—y Ue 0 O... 0) 
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and the coordinates of the projection of V are 
Cea eee Me 010. ae 0), 


Obviously all these projections of the pair of points U, V on the k — 1 
dimensional partial simplices lie on a quadric whose equation is easily found 
to be 


n 2 n - 
¢ x XU; x 
(13) k Ne J ~\ J N J _ 
— — 
Lath; mht eomesh?, 


Consequently, with any pair of points and with an n — 1 dimensional 
(general) simplex n quadrics may be associated each of which can be inter- 
preted as an extension of the Carnot-conic, i. e., the quadrics given by (13) 
for the values k = 1, 2,...,n. 

2. Let us now assume that the basic simplex P,P,...P, is an ortho- 


centric one, specified by the parameters 2,, do, . . ., An and consider the Carnot- 
quadrics Dy), Diyy,..., Pm) associated with the orthocenter O = P, = 
= et Ss and the barycenter B= 7 S Vers 
qaAG yw ddvAd er 
Their equation follows at once from (13): 
n n n 
(14) Oy=k Sia — Die Sey =0 (k=1, 2,...,n), 
iL x 1 


and comparing this equation with (11) we notice that they represent n sphe- 
res belonging to the pencil which is determined by the polarsphere (k = oc) 
and the cirecumsphere (k = 1). But the projections of O and B are obviously 
identical with the orthocenters and barycenters of the partial simplices, con- 
sequently, each of the spheres ®(1), Ps), ... Qi) can be interpreted as an 
n — 1 dimensional] extension of the Feuerbach-circle. The sphere Og (k = 2, 
3,...,2 — 1) passes through the orthocenters and barycenters of all the 
k — 1 dimensional partial simplices, ®q) is the circumsphere; Pq) is the 
orthocentroidal sphere, because it has the join of the orthocenter O and bary- 
center B as diameter. 

Applying (12) we get for the radius rq and the supernumerary coordina- 
tes y of the center Cg of the Feuerbach-sphere Dx) 


(15) 
ry = Vin — 2k) dy + Ay... an/2k. 


According to (15) the center Cg of Da is given by 

(2k—n)O+nB _ 
2k 

i. e., Cg is collinear with O and B and coincides with the terminal-point of the 


nN 
(16) Cw = Oe ie —0O), 
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vector POR issuing from O. Thus all the centers lie on the ,. Huler-line* 
joining O and B. 

3. Having regard to the following discussions it is convenient to distri- 
bute the Feuerbach-spheres into complementary pairs ), Pa@—) (which 
m). The radii of a complementary pair are 


coincide only for n = 2m, k = 
connected by the simple relation 
k i) (n — k) T(n—k)> 

while their centers satisfy the equations 

2kO.y =nB+(2k—n)O; 2(n—k) Cyn =n B— (2k —n)O, 
i. e., the barycenter B, the orthocenter O and the centers Cy, Cy—) of a 
pair of complementary Feuerbach-spheres form a harmonic quadruple of 
points. 

Particularly in the case of the orthocentric tetrahedron (n — +4) we get 
from (15) 


CG) = 2 B=OF7,) = 4 ie si 5 3 | Ag +A + A,/2 (circumsphere) 


Cay = B TAG cas Vay aR Rs + hg +A,/4 (first twelve-point-sphere) 


30) =2B+0, 1) = V4) + A, + Ag + Ag + 44/6 (second twelve-point- 
sphere) 
in agreement with the well known results in the geometry of the tetrahedron. 
It has been observed that the four circumcircles, resp. the four Feuer- 
hach-circles of triangles contained in a planar orthocentric quadruple of 
points are equal, while in the three dimensional space no such relations exist. 
The expression (15) of 7) shows clearly that similar relations exist only in a 
space of an even number of dimensions. In the case of 2 m dimensions we have 
from (15) 
roy = Vag + Ay +. ham le (k=m, m+ 1), 
i. e., the Feuerbach-spheres ®im) resp. Pim) of the orthocentric simplices 
contained in an orthocentric set of 2m -+ 1 points in 2 m dimensions are equal. 


III. Representation of the Feuerbach-spheres as pedal quadrics 


I. An other characteristic feature of the Feuerbach-circle is that it 
passes through the orthogonal projections of the orthocenter and circum- 
center on the sides of the basic triangle (it is the pedal-circle of O and C(,)). 

In order to establish the corresponding property of the Feuerbach- 
spheres in n — 1 dimensions let us consider the intersection of the Feuerbach- 
sphere 

n n 
Puy=k = Aj ay ae) Aj 2; = 1; == () 


i i 
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with one of ,,its‘* partial-simplices, e. &. with 


9 


Lo a = UK. 2 FS = Ln 0. 
This intersection 
cei k k 
* — ], en oe yO ie, eae Sy 
O* Sh > ij — 2D 47 0; == 0 
s obviously the orthocentroidal-sphere of the partial-simplex P,P, ... Px. 


According to one of our former results (II. 2.) the center C* of @* is collinear 
with and equidistant to the orthocenter O* and the barycenter B* of the 
partial simplex P, P,... Px. 

Erect now through O*,C* and B* » — k — 1 dimensional planes which 
are perpendicular to the £ — 1 dimensicnal plane of P, .. . Py. These parallel! 
planes meet the Euler-line of the basic orthocentric simplex in O, Cq) and in 
a point By), this latter being obviously the symmetric of O with respect to Cy). 

Starting with any other * — 1 dimensional partial-simplex, we arrive 
evidently at the same point B,,). Hence we have the theorem: 

The Feuerbach-sphere ®g is the pedal-sphere of the orthocenter O and 
of its symmetric 4&,.) with respect to the center Cg) of ®qj. In other words, 
iy. passes through the orthogonal projections of Oand By on all the k — 1 
dimensional partial-simplices. 

The point Bi), being the symmetric of O with respect to Cy, is represen- 
ted by 


: open 
i. e., By) coincides with the terminal-point of the vector 5; OB issuing from O. 


All these centers of projection lie on the Euler-line, moreover Cg x) coincides 
with By. 


IV. On the intersections of the Feuerbach-spheres and the altitudes 


1. In the case of three and more dimensions the notion of the altitude 
may be viewed from a more general point of view, i. e., as the common per- 
pendicular of a pair of complementary partial-simplices. This extension is 
justified by the fact that the normal-transversal of any pair of complemen- 
tary partial-simplices passes through the orthocenter O as well as through the 
orthocenters Q4) and Oj,—~ of the complementary partial-simplices. 


n 


Indeed. the orthocenter of P,P,...P, is O= = os: : = 1/4;,. the 


orthocenters of P,P,...P, resp. Py. Pese+--Pn are Ow = Sp, Lh; 2 L/h 
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n n 
resp. O~—xk) a PA; : = 1/4; Hence 
= k++ 
k n n 


Ow = 1/4; + O@—w = 1/4; = O = Wags 


,O, Ow, Ow—i are collinear. 

We have further OOw | P,P5...P, and OO~—w 1 Py, 1..-Pp. consequently 
the altitude Ow Om, belonging to P,P,...P, amd Pry Pryo---Pn 
is the normal-transversal of these nestinlare rice 

In this wider sense the number of the altitudes of an orthocentric sim- 
plex P, P,...P, in the n — 1 dimensional space is obviously 


: ; 1 {2m 
22m _ ] for n=2m-+1 and 22™-1 4 — 
» 


= forty, — 27: 
mM 


We shall prove that the products of the segments, into which any of 
these altitudes is divided by the orthocenter, has the same value, this com- 
mon value being equal to |A9|. 

The segment OG, is the altitude (in the narrower sense) of the partial- 
simplex P,)P,...Px, therefore its length is given by 


a: iB : Be Sire 
00% = of ils: Pe and similarly OO(,—1) = (n — k)? febnemees " 
P, Nee o- Pp Pray o- Hes 


Applying (3) we get from here 


2 7h 2 
00% . O0G wk) 


1 1 1 I 
igh | sere de | ERS etch Ee i 
5 0 1 ; Me | a 0 AkK+41 Foe sl 
1 : 1 
Ay , (;-+ +5} Ak+1 An (; + + 


or, having regard to => 1/A; = 0, 
v0 


—> ~z 1 
00% - OOG—» = fs by 1 as a See == As 
= Soe | eee a 
\ Ay Ak Ak+4 An 


(6 ate esr 

2. The denomination ,,nine-point circle‘ is justified by the fact, that 
this circle passes not only through the projections of O and B on the sides, 
but it passes also through the middle-point of the ,,upper‘‘ segments of the’ 
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altitudes. A corresponding theorem is known in the case of an orthocentric 
tetrahedron, i. e., the sphere which contains the orthocenters and barycenters 
of the faces, divides the ,,upper“ segments of the altitudes in the ratio 1: 2. 


These statements can be generalised as follows. Each extremity of an 
altitude is lying on a Feuerbach-sphere. E. g. the extremities of an altitude of 
type Ow On—w» (belonging to a &—1 dimensional and to an n—k — 1 
dimensional partial-simplex) are lying on qj) and D,4. Using our former 
results we can easily determine the second point of intersection of a Feuer- 
bach-sphere with its corresponding altitude. 


Retaining the previously used notations and denoting the second point 
of intersection of ®) with its altitude Og Om—1. by Ow, we inquire after 
the value of the ratio 


O0in, __ O0(n + OO@) 
OOwn—%) = OOwn—2) + OO 


It has been previously proved that OOw - OO(n—k) = ho, thus we have 
only to calculate OO(q@ - OO, i.e., the power of the orthocenter O with 
respect to the Feuerbach-sphere ®q). Using our former results (15) we have 


Ar AA 2 2 n* » Soe nk 
O00) > OOG = OCW — Ty => Tm — TH = 40 . 
ke k 
Hence we infer that OO() : OOm—» = (n —k):k and this result can be 
stated as follows. 


Each altitude of the type Og O@—» joins a point Og of the Feuer- 
bach-sphere ®q) to a point Og— of the complementary Feuerbach-sphere 
Pa—1). Consequently, this altitude cuts both of Duy, Pan once more, 
and the positions of these intersections Of, Oj,» are determined by the 


ratios le, wie 
00%; , n—k 7 000-0 yo k 


OOm—1) k ’ 00%) n—k 


This theorem contains the above mentioned results in the geometry of 
the triangle, resp. of the tetrahedron, if we adopt the circumcircle, resp. 
sphere as the first member ®) in the Feuerbach-sequence. 


If n = 2m and k = m, then the two complementary Feuerbach-spheres 
coincide. This is realized in three dimensions (n = 4) for k = 2, 1. e., in the 
case of the first twelve-point sphere. 


(Received 8 May 1950) 
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Ecan pe6pa cumuienca P,P... Pp pasmepnocrn nm —1 Moryr Obtrb BbIpakenh ¢ 10- 
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My ike An ; : 
n n n 
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a Apes — Aj x Sex; = 0 
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1 1 i 
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vi 
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THEORIE MATHEMATIQUE DU TRAFIC 
DE MARCHANDISES SOUS LE REGIME 
DU CAPITALISME DE MONOPOLE 


Par 


GEORGES ALEXITS (Budapest), membre de l’Académie 


1. Méthode de la fondation mathématique de économie politique 


Le traitement des problémes de l’économie politique par des méthodes 
mathématiques a déja un long passé. C’est bien compréhensible que les succés 
de la physique mathématique aient éveillé le désir de décrire d’une maniére 
exacte les lois de ]’économie politique. Malgré cela, les travaux de mathé- 
matiques économiques sont loin d’approcher l’exactitude de la ‘physique 
théorique. La vérité est que la plupart de ces investigations ne cherche qu’a 
se donner l’apparence d’une recherche scientifique en se servant du symbolisme 
mathématique, mais en réalité elles ne font que d’habiller les allégations des 
différentes théories bourgeoises d’économie dans un vétement mathématique. 
Mais méme l’usage qu’elles font des formes mathématiques ne parait point exact 
parce qu'il faut considérer en général les refontes mathématiques des notions 
de l’économie politique bourgeoise comme manquées en principe. 

Avant tout, nous considérons intenable le point de vue des travaux bour- 
geois de l’économie mathématique qui examine les phénoménes économiques 
dune fagon axiomatique et par la ne tient pas compte de la structure sociale 
des phéncménes éconcmiques quwils veulent décrire. De cette maniére, les 
méthcdes mathématiques employées dans l'économie bourgeoise donnent au 
systéme économique capitaliste l’apparence d’étre la seule forme possible de 
-léconomie. Le systéme économique capitaliste apparait done dans ces théories 
mathématiques de la science économique bourgeoise comme une nécéssité 
mathématique alors qu’il est évident que c’est entré dans la théorie non comme 
cons¢quence du ccntenu mathématique, mais parce que ce systéme a été taci- 
tement insinué dans les formes mathématiques. II est clair qu'une théorie qui 
croit trouver les mémes lois éccncmiques dans le systeme économique d’une 
société barkare dent la prcducticn est basée sur le travail des esclaves que dans 
une scciété dévelcppée du capitalisme financier est nécéssairement fausse et 
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ne pourrait étre considerée comme science sérieuse malgré Vapparence mathé- 
matique. 

En principe doit encore étre considéré intenable un point de vue qui 
promet de traiter exactement les relations quantitatives se présentant dans 
des formes différentes de la valeur d’économie politique sans mettre au point 
la notion de valeur comprise implicitement dans les symboles mathématiques. 
Pourtant, nous rencontrons dans la science économique mith4mitique bour- 
geoise & tous les pas cette erreur: les formules expriment des changements de 
valeur, mais on ne peut pas établir qu’est-ce que c’est qui change: est-ce 
seulement la valeur des fonctions figurant dans les formules mathématiques 
ou est-ce Punité servant 4 mesurer la valeur des variables figurant dans les 
fonctions, unité qui elle-méme est une fonction inconnue d'une autre unité 
pas nommée? 

Mais ilse trouve, méme dans les oeuvres fondamentales de économie 
mathématique, non seulement des grosses erreurs de caractere économique, 
mais aussi des fautes mathématiques irréparables. Leur  caractéristique 
commun est que les auteurs ne tachent méme pas 4 examiner si le systeme 
d’équations accepté comme point de départ posséede une solution interprétable 
au point de vue économique. Nous en trouvons un exemple trés caractéristique 
dans lesysteme d’équations connu sous le nom d’équations de WALRAS— CASSEL. 
Les inconnus de ces équations sont les quantités de moyens de production 
et de produits ainsi que leurs prix. Ce systéme d’équations ne peut done avoir 
du sens économique que s’il a un systeme de solutions positives uniquement 
déterminé. Par contre, on a réussi & démontrert que la supposition d’un tel 
systeme de solutions contient une contradiction mathématique, c’est-d-dire: 
le systeme d’équations de WALRAS—CASSEL est bien un résultat apparemment 
important de l’économie mathématique, mais en réalité il n’a pas de solution 
a laquelle on pourrait attribuer un sens économique. 

Les fautes graves revenant fréquemment et systématiquement ont 
discrédité la science d’économie mathématique A tel point qu’aujourd’hui on 
peut recevoir & priori avec suspicion toute oeuvre qui traite les problémes de- 
l'économie politique par des méthodes mathématiques. I] serait cependant 
faux de proscrire tout a fait des sciences économiques les réflexions mathé- 
matiques exactes, puisque ce nest point la méthode mathématique qui est 
responsable des erreurs de principe commises jusquici, mais son application 
tout a fait erronnée, ou plus précisément: l’abus commis & aide du formalisme 
mathématique. Mais application des résultats dela mathématique — avec la 
critique nécéssaire — aux phénoménes sociaux qui s’y prétent peut conduire 
4 des résultats précieux, parce qu’elle pourrait éclaircir plus profondément les 


* Au sujet de la discussion mathématique concernant le systéme d’équations de 


Watras—Casser, v. Ergebnisse eines mathematischen Kolloquiums, Wien, 6 (1935 
p. 10—20 et 7 (1936), p. 1—6. : eat 
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rapports intrinséques des forces cachées derriére les mouvements de la 
société. 

Ce serait naturellement une grave erreur de nous imaginer que la méthode 
mathématique nous rendra capables & décrire exactement les phénomenes 
économiques. Le développement économique est un phénomene social, il faut 
done considérer & priori comme manqué toute tentative qui essayerait de le 
faire paraitre comme un processus machinal, déterminé au sens mathématique. 
La méthode mathématique ne peut jamais décrire la réalité sociale toute 
entiere, mais seulement le développement d’un modéle économique qui dans 
certaines circonstances peut approcher la réalité. Les tendances éclaircies par la 
mathématique économique ne peuvent donc refléter une partie de la réalité 
que jusqu-au point ot la structure sociale crée des situations économiques 
similaires au modeéle supposé. Mais la société peut changer les conditions et alors 
les processus économiques réels peuvent s’écarter complétement de ceux 
qu’avaient établi les méthodes mathématiques, méme si le modeéle avait reflété 
primitivement la structure économique assez exactement. I] parait que cette 
cireonstance rend l’applicabilité des mathématiques a léconomie politique 
illusoire, mais en réalité c’est justement ce qui la rend légitime. C’est que les 
réflexions mathématiques appliquées au modele économique correctement 
construit peuvent éclaircir de quels modeéles la structure économique de la 
société doit s’écarter si nous en attendons un développement qui s’écarte 
qualitativement du développement se révélant nécéssairement sur le modeéle. 
Le traitement mathématique de la science d’économie politique joue donc 
dans la cognition de la réalité sociale un réle pareil par exemple a celui de la 
mécanique rationnelle dans la construction des appareils éléctriques: la mécani- 
que, sans étre capable de décrire completement le fonctionnement des appareils 
éléctriques dont le fonctionnement est déterminé par les lois propres de l’électro- 
dynamique, peut indiquer les difficultés mécaniques que le constructeur 
doit éviter s’il veut que son appareil fonctionne avec un certain effet. 

Lidée fondamentale de nos investigations suivantes remonte a la 
théorie mathématique de VOLTERRA? concernant le développement des collec- 
tifs biologiques: en ce qui concerne leur contenu, elles essayent de refléter 
sur un modéle aussi simple que possible le développement du trafic des mar- 
chandises qui se produit sous les conditions de production du capitalisme le 
plus développé. Nous allons démontrer que ce développement conduit nécés- 
sairement A ce que certains producteurs de marchandises deviennent mono- 
polisateurs, dont il s’ensuit aisément que les conditions économiques reflétées 
par notre modéle rendent forcément la lutte de classes plus aigué. Nous allons 
encore démontrer que l’on ne peut faire disparaitre ces phénomenes méme 
par des changements assez importants faits sur le modéle, mais seulement par 


2 L. Vonrerra, Legons sur la théorie mathématique de la tutte pour la vie, 
(Paris, 1931). 


Dx 


20 G. ALEXITS 


~_ 


la modification compléte de la structure du modéle. Exprimé d’une autre 
maniére, cela veut dire qu’ wn certain degré du développement du capitalisme, 
V'intensification de la lutte de classes est inévitable si Von conserve tant sot peu 
de Vessence de économie capitaliste. 


2. Le systéme d’équations différentielles du trafic des marchandises 


Dans le modéle servant comme base de notre travail mathématique, 
nous ne faisons pas de différence entre producteurs et vendeurs de marchandi- 
ses, c’est-A-dire nous ne tenons pas compte de l’intermédiaire qui s’interpose 
entre le producteur et le consommateur. Nous mesurons la valeur des marchan- 
dises, moyens de production etc. & un moment donné uniformément par le 
temps du travail socialement nécéssaire pour les produire, c’est-d-dire nous 
employons une mesure dont l’unité ne dépend pas des fluctuations 
momentanées du marché. Nos prem‘éres hypothéses sont les suivantes: 

1°. La production est tellement développée que le producteur est prati- 
quement incapable d’utiliser ses surplus pour d’autre chose que l’augmenta- 
tion de sa production, c’est-a-dire ses ventes avec profit augmentent sa pro- 
duction. 

2°. La production de marchandises a saturé le marché au point que si 
le producteur A vend de la marchandise d’une valeur §, il y aura une quantité 
de marchandises de valeur 7 = 7(§) que le producteur B ne pourra pas placer 
sil cherche a atteindre sa production maximum. 

Dans les conditions du capitalisme le plus développé, ces conditions se 
réalisent si nous ne tenons compte que du trafic de marchandises non produi- 
tes par des petits producteurs, mais seulement par des grandes installations 
mécaniques. Nous ajouterons que nous ne considérons comme différents deux 
producteurs que s’ils se font de la concurrence aigué, e’est-d-dire si la condi- 
tion sous 2° joue sur eux. 

Supposons que A,, A,,..., A, signifient tous les producteurs d’un 
marché qui répond a nos conditions et n’est pratiquement pas influencé par 
le trafic d'autres marchés. Supposons que la valeur des marchandises écoulées 
par eux au moment ¢ exprimée comme fonction du temps ¢ sera® 


Y¥i=9ilt), Yo= Yolt),..-. Yn = Ynl(t). 


Les producteurs emploient le surplus restant du profit provenant de la valeur 
des marchandises placées, conformément & notre hypothése 1°, immédiate- 


3 Z eae ye n . , . os = 
Pea Plus précisément, nous entendons par yx la fonction définie de la manié:e suivante: 
Soit Yx(t) la valeur de la quantité totale des marchandises écoulées par le pr 
; ‘ | : Pp producteur Ax 
Jusqu’au moment ¢; alors, yx est la vitesse de la croissance de Y;x(t), c’est A dire: 


dYVx 
oe die 
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ment pour produire de nouvelles marchandises ce qui entraine une augmenta- 
tion du trafic de marchandises si le marché est capable d’absorber la nouvelle 
quantité. De cette maniére, la valeur des ventes de marchandises du produc- 
teur A, dans l’intervalle de temps (t, ¢ + dt) augmente de la quantité dy, et 
cette augmentation peut étre représentée comme résultante de deux composan- 
tes. L’une est la quantité que l’augmentation des ventes de marchandises de 
A; atteindrait si la capacité d’absorption du marché était illimitée. Dans ce 
cas A, pourrait vendre, aprés avoir placé une quantité de marchandises de 
valeur d’unité, des marchandises d’une valeur 1 + a, ott a = ax(t) est une 
fonction positive ne dépendant que de l’augmentation de la capacité de pro- 
duction du producteur A; résultant de ’hypothése 1°. De cette maniére, dans 
Vintervalle de temps (¢, ¢ + dt) ’augmentation de valeur des ventes de mar- 
chandises de A; serait 
d Yr = Ck Yr dt 


et la valeur y;(t) serait déterminée par l’égalité 


y(t) = @ Ste a 

Par contre, nous avons tenir compte de l'autre composante qui résulte de la 
diminution de la puissance d’achat du marché découlant de notre hypothése 
2° de maniere que les marchandises d’une valeur de yj, yo,..., Y, rendent 
impossible que A, puisse déployer le maximum de sa capacité de vente de 
marchandises, ainsi la valeur des marchandises valant une unité vendues au 
moment ¢ ne pourra pas accroitre dans l’intervalle de temps (¢, t + dt) de la 
quantité «, dt, mais il faut réduire la quantité «, de la valeur d’une fonction 
positive wi. (Y1, Yo, -- +» Yn) dépendant des variables y;, y.,..., Y,; soit laug- 
mentation de valeur des ventes de marchandises de A, est défini au lieu de 
dy, = an yx dt par Péquation 

dy, = (an — Wr) Yn at. 
Mettons que ¢ (y;, Yo,---» Yn) Signifie la diminution totale qui se produit 
dans la croissance maximum @j, @s,...,@, des ventes de valeur unité des 
producteurs A,, A,,..., A, dans Vintervalle de temps (¢, t + dt), alors wy 
sera la part de la diminution ~ tombant sur le producteur A,;, autrement dit 
Wa Yrs Yor s+» Yn) = BaP (Yar Yor +++ Yn) 


ou fy = Px(t) est une fonction ayant des valeurs comprises entre 0 et l. 
L’équation précédente peut donc étre écrite sous la forme 


dyn = (a — BrP) Yr Ut 


également, c’est-a-dire qu’en désignant la dérivée de y(t) par y(t), la valeur 
des ventes des producteurs A,, 4y,..., A, se laisse déterminer par le sys- 
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tame suivant d’équations différentielles: 


YS ig, en Bf tpt Vearo tes Yas 
"1 
Yo 

(1) “2 ws — Bo (Yr Yor - + + Yn)> 
Yo 
q ' 
Yn __ Gn — Bn & Yr Yareess Yn) 
Yn 


pour toute valeur y,(t) = 9. 


3. L’existence d’un systéme de solutions positives 


Afin de pouvoir démontrer l’existence d’un systéme uniquement déter- 
miné de solutions continues et positives du systéme (1) d’équations différen- 
tielles de premier ordre, nous avons besoin de lhypothése suivante: 

3°. Le marché est saturé par les quantités de marchandises vendues 
au point que, si n’importe quel producteur met en circulation de nouvelles 
marchandises, il en résulte une diminution immédiate de la puissance d’achat. 

Cette hypothése s’exprime en langage mathématique par l’exigence que 


P (Ys Yor. ++sYn) Soit une fonction croissante en chacune de ses variables 
Yrs Yor» ++s Yn Il s’ensuit immédiatement que, si gp (Yi, Yo, --+> Yn) > 
DU Vornas, Yn), il existe un indice k pour lequel yx > yx. Puisque ~ mesure 


la diminution de la puissance d’achat du marché, il n’a de signification économi- 
que qu’en cas de valeurs bornées. Les valeurs économiquement interprétables 
de ¢ ont done un maximum et un minimum, au-dela les valeurs de @ peuvent 
étre définies arbitrairement. Choisissons une telle extension de q aux valeurs 
économiquement non interprétables qu il reste monotone en chacune de ses 
variables, de plus quwil soit assez régulier dans le sens que, «> 0 étant 
une quantité arbitraire, il existe toujours un 0 > 0, de maniére que 


P (Yrs Yor + +s Yk—v Ye + 9s Yrtrs +++ Yn) =P Yr Yo s+ +5 Yn) +é- 


Par cette extension du domaine des valeurs de la fonction ~@, nous avons atteint 
que @ nait pas de maximum et qu’il ne devient infini que si au moins une 


des variables y, devient également infinie. Aprés cela, nous démontrons le 
lemme suivant: 


Les fonctions yy, Ya... .. Yn, restent bornées dans Vintervalle de temps (0, 2). 


Admettons, par absurde, que y; atteint A un certain moment une valeur 
supérieure 4 une quantité JM que l’on peut choisir arbitrairement grande. 
Il y aura alors, en conséquence de la continuité des fonctions Yr, UN Moment 
ty auquel 


yx (tm) =M. 
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Mais si nous choisissons M assez grand, la valeur de Py, Ys, , ¥,) devi- 
O 5 ‘ ’ . yen . . ig 

endrait, d’aprés ce qui précéde, arbitrairement grande, quelles que soient 

les valeurs des fonctions y; ayant un indice i différent de hk, c’est-A-dire: 


méme si yi = yi(tw) pour chaque indice i + k, on a 


(2) ff (Yr. Yo, « . oh a Yilt)s Yes 700 Yn) = WN 


ou N peut étre arbitrairement grand, pourvu que M soit assez grand. En choi- 
sissant done M assez grand, on peut aboutir a l’inégalité 


¢ = ak 
(2*) N = Max—. 
Pr 
: : : (tk : : ‘ 
C’est que dans le cas contraire la relation ——> oo devrait subsister, ce qui 
Pr 


est impossible vu la signification économique de a, et Bx, puisque «, est définie 
par les valeurs et les frais de prcduction des marchandises, «, reste done 
pour des raisons éccnomiques au-dessous d’une certaine limite, quant a la 
valeur de @;, elle doit rester au dessus d’une quantité positive #, sinon la 
diminution de la puissance d’achat du marché n/’affecterait pas du tout la 
production de A;, ce qui est également absurde pour des raisons d’ordre 


i , ee Ck ; ‘ , 3 ; 
économique. La quantité Max — est done finie, il s’ensuit par conséquent 


Br 


d’aprés (2) et (2*) pour des valeurs y,, Ys, ..., Yn prises au moment fy: 


Ck 


P > 5 
k 


On en obtient, en vertu de (1): 


yr(tm) <0, 
la valeur y(t) ne peut done pas étre > M dans le voisinage de ty. — L’hypo- 
thése qu’apres un moment ty 
y(t) << — M’ 
ou M est arbitrairement grand, conduit pareillement a une contradiction et 
notre lemme est entiérement démontré. ; 
Aprés cela il n’est pas difficile de démontrer le théoréme d’existence 
suivant : 
Le systéme (1) d’équations différentielles possede en tout interville fini de 
temps un systéme de solutions composé de fonctions continues, positives et 
uniquement déterminées par leurs valeurs initiales. 


Comme il ressort de (1): ‘ 


| Yat) = | (a, — Burp) dt. 
ee Yuto) | He 


ty 
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ra ° ° > ag >» 
Mais, selon notre lemme, y;(f) est borné et ainsi — comme nous Vavons vu 
@ reste aussi sous une borne finie, donc 


la, —Prpl|=C 


ou C est une constante absolue. Par conséquent 


| log md) 


e’est-a-dire: 


done, si yx(tp) > 90, alors y(t) est également positif. La détermination des 
fonctions 1, Yo, -.-» Ye peut se faire par la méthode des approximations 
successives. La continuité et la donnée des valeurs initiales assure l’unicité 
du systéme des solutions. 


4. La monopolisation du trafie de marchandises dans un systéme de production 
capitaliste trés développée 


Nous allons rechercher le développement du trafic des marchandises 
pendant une longue période tranquille de l'économie capitaliste trés déve- 
loppée. La tranquillité de la période signifie que les conditions pour le pla- 
cement des marchandises d’un producteur par rapport a celles de l'autre 
ne varient pas. Or les fonctions ~,, 82, ..., 8, désignent la part de la dimi- 
nution totale de la puissance d’achat du marché tombant sur les producteurs 
A,, Ay, ..., Ay, la tranquillité de la période se traduit done en langage de 
notre symbolisme mathématique par lhypothése que les 3,, 8, ..., 8, sont 
des constantes, hypothése que nous allons accepter pour le calcul suivant. 


Eliminons @ des équations (1) et nous obtenons la relation 


’ ' 
Yi a 
Bx Le =| BL = ai Bx — ax Bi 
Yi Yk 


que nous pouvons écrire sous la forme suivante aussi: 


Il en résulte que 


Mais nous avons démontré au chapitre précédent que, pour un ¢ quelconque 


bo 
Or 
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0< yi= M, done 


(3) y(t) = Yillo) mek exp ie — A at. 


Il existe done une constante absolue K, ainsi que 


a. 


(4) wilte) Pe — 
Yx(to) 


. &m . . . 
Le quotient —* exprime le rapport entre le plus grand accroissement possible 
m 
des ventes de marchandises du preducteur 4,, et la diminution de la puissance 


: rye : ° > x : a 
d’achat du marché limitant cet accroissement, c’est-a-dire: —" est une mesure 
m 


de la capacité de vente du preducteur A, L’expérience prouve que, s’il n’y 
a pas de changement essentiel dans les conditions de la concurrence, la capacité 
de vente du producteur quia réussi de vendre plus pendant un temps prolongé 
continuera de rester plus grande que la capacité de celui dont les ventes 
sont restées entretemps toujours plus petites; au contraire, la différence 
entre les deux aura plutot tendance 4 augmenter et non a diminuer. Ce fait 
d’expérience s’exprime dans le langage de notre formalisme mathématique 


Orv ai OK c im Gy eas Ok ae , 
que la différence —' — —* ne disparait pas si — — — a différé de zéro pendant 


Bi k i k 
, . ak Ot pres: 
un temps prolongé. Si donc — > —, nous pouvons supposer par expérience 
k i 
Vexistence d’un nombre y > 0 ainsi que 


ti (tk 
(5) = 

Bi Be 
Il s’ensuit des inégalités (3), (4) et (5): 


<s Ware 


vite) 
ylilaek es 
d’ou. nous parvenons au résultat 


lim y(t) = 0. 


t> @ 
Cette relation est valable pour chaque indice 7 auquel on peut trouver un 
indice k de maniére qu’on ait ed eee pendant un temps prolongé. Vu que, 


k i 
abstraction faite de quelques valeurs momentanées, on ne peut pas supposer 


Pe, Gi atc nomen ree ¥ 
en général — = — ,parce que cela signifierait que les conditions de la con 
i k 
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. , a . 3 , , 
currence entre les producteurs A; et A, sont inaltérables, il n’y a, en gene- 


ral, qu'un seul indice & tel que Chee pour tout 7 différent de k. Iln’y a 
Bi i 

done qu’un seul producteur A, qui soit dans la situation que la valeur y;(t) 

des marchandises vendues par lui reste constamment au-dessus d'une 

borne inférieure positive, la valeur des ventes de marchandises de tout autre 

producteur A; tend, dans les conditions économiques décrites, a zéro. 

Nous pouvons done énoncer le théoreme suivant: 

Le trafic de marchandises étant suffisamment développé et les conditions 
de concurrence économique assez constantes, un des producteurs tend nécéssaire- 
ment a acquérir un monopole en s’accaparant tout le trafic de marchandises 
du marché. 

Au sujet de Vapplicabilité de notre théoréme a la réalité, nous devons 
tenir compte du fait que les considérations mathématiques ne peuvent jamais 
décrire exactement la vie éccncmique réelle, ils peuvent seulement éclaircir 
quels phénoménes devront se présenter dans la vie économique en cas de la 
stabilisation de certaines conditions. Ces conditions se reflétent dans les hypo- 
theses faites sur le caractére du mecdéle mathématique. Une partie de nos 
hypotheses exprime la sursaturation en marchandises du marché. Ces hypo- 
theses peuvent étre acceptés comme premiere approximation dans la con- 
currence économique aigué du capitalisme développé pour beaueoup de 
marchandises. L’autre partie de nos hypotheses cependant, a savoir que les 
(aay Qk 


Bo. ..., 8, sont des constantes et Vhypothese ———< — y 


Bi 8 


‘ 
ne sont pas des concomitants indispensables du capitalisme développé. Car 


ces hypotheses veulent dire économiquement qu'il ne se produit pas de chan- 
gement esrentiel dans les conditions de concurrence des _ producteurs 
A,, Ag,..., A, par 1apport de lun a l’autre. Et de tels changements 
sssentiels ne se produisent pas si des crises économiques éventuelles ne chan- 
gent pas complétement la structure du marché. Le deuxiéme groupe de nos 
hypotheses concernant notre modéle établit done en essence le postulat 
que le développement se produise sans crises économiques. Nos investigations 
mathématiques montrent done que la monopolisation des marchés par des 
producteurs individuels ne peut pas étre considerée seulement comme un 
excés du capitalisme, comme on prétend souvent & tort, mais justement au 
contraire: le phénoméne de la monopolisation est un concomitant aux périodes 
exemptes de crises du capitalisme développé. Le développement de la con- 
currence toujours plus aigué du capitalisme ne méne donc pas du tout vers un 


nivellement des forces économiques, mais entratne nécéssairement le développe- 
ment inégal. 


fonctions ~,, 


1 uj . , . , . 
Cette conclusion obtenue par des considérations mathématiques est 
justifiée par la supériorité sur les preducteurs indépendants des trust de mam- 
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mouth proliféres et des cartels entrelacés par des fils compliqués. Voici com- 
ment une bonne part de ces monopoles s’est formée: les petits producteurs 
étaient incapables de suivre la concurrence méme dans les périodes tran- 
quilles, parce que la diminution de la capacité d’absorption du marché les 
aurait fait supporter des charges hors de proportion avec le bénéfice pro- 
bable; c’est-a-dire laccroissement des ventes de marchandises effectuées 
par le petit preducteur A; était affecté bien plus par la diminution de la capacité 
du marché que l’accroissement de celles effectuées par le grand producteur Ax. 
Ce procédé est exprimé dans le langage de notre symbolisme mathémati- 
que comme suit: la quantité §; est grande par rapport a fx, “ est done petit 
. Gk ; Ae i (tk Bi : 
par rapport a — , autrement dit: la différence — — — reste négative, par con- 


Bx Bi Br 
séquent la fonction y;(t), c’est-a-dire la valeur des ventes de marchandises 


du petit producteur A; diminue exponentiellement. Nous pouvons done 
considérer, en quelque sorte, le procédé de formation des monopoles connus 
dans la réalité comme exemple réél de notre théorie mathématique, c’est-a-dire 
que notre modéle mathématique refléte le développement du capitalisme 
moderne correctement quant a la qualité. 


5. Le développement des vyentes de marchandises éffectuées par le producteur 
monopolisateur 


En comparaison de la valeur des ventes de marchandises effectuées 
par le producteur A; devenu monopolisateur a partir dun moment f), nous 
pouvons négliger la valeur des ventes de marchandises qui pourraient éventu- 
ellement encore étre effectuées par les n — 1 autres producteurs. A partir 
de ce moment, nous pouvons supprimer l’indice k et désigner par «, 9 et y les 
quantités ax, Bx et yz. Puisque aussi ne dépend que de la seule variable 
y = y(t), le systéme (1) d’équations différentielles se réduit pour t > f) a la 
seule équation différentielle 


/ 
(6) up yly). 
y 

Le producteur qui se trouve dans une situation monopolisée n’est naturelle- 
ment pas tenu de compter avec la force impérieuse de la concurrence, il a 
done moyen de planifier sa production tant que possible et de produire tant 
qu’exigent les besoins du marché et, en proportion a ces besoins, le maintien 
et le dévéloppement de sa situation monopolisée. Le producteur monopoli- 
sateur peut donc régler sa production de maniére que le développement des 


. a 
: , ae e- joao 
ventes de marchandises devienne uniforme, ¢’est-a-dire que le quotient 3 peut 
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étre considéré pour ¢ >t) comme constant. Dans ce cas, nous pouvons 
démontrer le théoréme suivant: 


La valeur des ventes de marchandises effectuées par le producteur monopo- 
lisé augmente & partir du moment ty d’une maniére monotone et tend asymptoti- 
quement vers une limite uniquement déterminée par les valeurs de a, B et Pp 
données au moment to. 


Admettons que y ait au moment ¢,; un maximum. Dans ce cas, il 
s’ensuivrait de (6) 


p [ylts)] = 5 


et pour des valeurs ¢ > f, voisins de f, on devrait avoir 


p(y(t)] > a 
c’est-a-dire que y(y) augmente autour de ¢,. Or m étant une fonction monotone 
de y, il s’ensuivrait y(t) > y(t,), par conséquent y(t,) ne peut pas étre le 
maximum de la fonction y(t). Par cette contradiction nous avons démontré 
que y(t) n’a pas de maximum, mais elle est une fonction croissante pour t > fo. 
En ce qui concerne la deuxiéme partie de notre proposition, supposons 
que dans des intervalles assez petits q(y) varie proportionnellement a y et 
a sa valeur initiale. I] nous semble que cette hypothése peut étre acceptée 
comme premiére approximation de la réalité. Si nous introduisons done 
pour simplification la notation 4% = y(to), Po = P(Yo) et divisons J inter- 
valle (Y, y) en un nombre n assez grand de parties, alors il est approximative- 
ment vrai que 
Ply) = Po ! + ere! 
n 
ou c est un facteur de proportionnalité. Cette équation est d’autant plus 
exacte que n est plus grand, c’est-d-dire qu’ayant passé A la limite n—» co, 
nous arrivons a& la définition suivante de ¢: 


Ply) = Poe” . 


L’équation différentielle (6) peut done étre écrite dans la forme suivante: 


Y= (6 =m Bar) y 


Nous avons cependant vu que y augmente de maniére monotone restant, 
en méme temps, fini, par conséquent c’est seulement sa valeur obtenue par 
le passage & la limite t—» co qui représente son maximum, il s’ensuit 
done que 

lim 4/'(t)s=50 4 


t—> 
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Nous en obtenons d’aprés la relation précédente: 


lim ev-») — © 


Sr ates 2 Po | 


c’est-a-dire: 
: 1 (t 
lim y(¢#) =— log ——+ y. 
i> os ¢ 2 Po 
‘ che sh pe ae 
Cette valeur est en effet uniquement determinée par les quantités “= const., 
B 


£ ‘ 
Po et y données au moment fy. 


6. L’influence du développement du capital monopoliste sur les salaires 


Tant que la production et le trafic de marchandises sont assez équi- 
librés, ce que le producteur monopolisé peut atteindre par la rationalisation 
de sa production, la valeur de ses marchandises vendues sera proportionnelle 
& la valeur de installation et des matiéres premiéres. La valeur du capital 
fixe du producteur monopolisé est done ay oti a est un facteur de propor- 
tionnalité. Si le travail était gratuit, la partie fixe ay du capital augmenterait 
pendant le temps dt de la quantité ady. Pour pouvoir établir le profit du 
capitaliste, il en faut encore déduire les salaires dz revenant a la période 
dt comme quantité qui réduit le revenu brut. Au point de vue du capitaliste 
Vaccroissement dx du capital est défini par 


dx = ady — dz, 
c’est-a-dire le capital est déterminé par léquation fonctionnelle 


u= ay —z. 


Il en résulterait formellement 


8 
S 
| 
rs) 


xR 


x ay — 


nous pouvons cependant considérablement simplifier cette équation différen- 
tielle en tenant compte du fait que, selon notre théoréme précédent, y croit 
monotonément en tendant vers une limite finie. Si nous supposons le moment 
ty) assez grand, l’accroissement de y pourra étre négligé pour t > t; cela revient 
A dire que nous pouvons supposer y’ = 0 et y(t) = y(to) = Yo. De cette manicre 
nous ne devons résoudre que l’équation différentielle 
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En introduisant la notation z) = 2(to), nous obtenons donc le résultat 
t 


if 
(7) 2(t) = aYy — (AYo — 2) XP i — dt. 


x 


to 
Vu que dans la production de la plupart de marchandises la valeur de Vinstalla- 
tion et des matiéres premiéres & un moment donné (capital fixe) est plus grand 
que celui des salaires payés au méme moment (capital variable), on a en 
général ayy — zo > 0. En méme temps, le capitaliste tache nécéssairement 
d’augmenter son capital, c’est-a-dire que > > 0. Mais on a alors pour 
ty = ty 5 ts ; ty . 
Jea> |= ae 
x ny 
to to 
Il résulte done de (7), tenant compte de la valeur positive de ayy — 29: 
2(t2) < 2(t)- 
Nous sommes done arrivés au résultat que, si le capital monopoliste crott con- 
stamment, ceci entraine — & moins que d’autres influences ne se fassent valoir — 
la diminution des salaires . 

Notre résultat exprime la propriété de ’époq ue du capitalisme de mono- 
pole que la valeur presque constante des ventes de marchandises du producteur 
monopolisateur ne signifie pas en méme temps que le développement économi- 
que de la société devient uniforme, car le développement du capital monopoliste 
produit nécéssairement des périodes pendant lesquelles la valeur des salaires 
payés par les entrepreneurs capitalistes diminue. 

Dans la réalité sociale, le rapport du développement du capital et des 
salaires n’est pas tellement simple comme le montre l’équation différentielle (7). 
C'est que le développement des salaires est influencé hors du développement du 
capital monopoliste examiné isolément par beaucoup d’autres facteurs sociaux 
que notre modéle mathématique ne refléte pas du tout. Toutefois nos raisonne- 
ments n’ont méme pas le but d’exprimer la réalité sociale insaisissable par des 
moyens mathématiques, mais de signaler une tendance de développement qui 
dans la réalité apparait sous une forme ou une autre; nous pouvons exprimer 
cette tendance le plus simplement comme suit: il s’ensuit de la nature du 


développement du capital monopoliste que la lutte pour les salaires devient plus 
aigué. 


¢. L’apparition du processus de monopolisation en eas du réglement de la 
concurrence capitaliste 


Nous avons taché d’exclure de nos raisonnements, autant que possible, 
toute circonstance qui hors du développement du trafic de marchandises basé 
sur offre et demande et hors de la structure du marché pourrait encore influ- 
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encer la vie économique. Ainsi nous n’avons pas tenu compte par exemple des 
fluctuations des prix ou des possibilités offertes par le erédit et nous avons 
<urtout négligé de prendre en considération l’influence de la structure politique 
de la société sur la vie économique. Malgré cela, notre modéle refléte justement 
les conditions du capitalisme développé, car la structure du modeéle est basé sur 
des hypothéses économiques qui ne peuvent se réaliset que dans les conditions 
de production et du marché du capitalisme développé. C’est qu’une telle 
diminution de la capacité d’absorption du marché qu’exige notre modéle ne 
peut etre supposée que dans une époque quand le développement téchnique 
de la production est capable a satisfaire la plus grande demande, par consé- 
quent la production d2s marchandises dépasse les demandes moyennes du 
marché. 

Supposant en plus certaines relations constantes par rapport de Vun 
a Pautre dans les capacités de vente des producteurs, nous avons également 
compris la concurrence aigué du capitalisme développé parmi nos hypothéses, 
parce que l’exclusion de divergences essentielles ne peut Stre considérée comme 
hypothese réelle que si la production est développée au point que le producteur 
ne peut pas changer essentiellement sans intervention extérieure ses rapports au 
marché et aux autres producteurs. Nos investigations se rapportent par 
conséquent aux conditions du capitalisme le plus développé; nos résultats 
obtenus jusqu’ici peuvent donc s’exprimer sous la form? suivante aussi: 
le développement inégal créant des monopoles appartient aux propriétés intrinsé- 
ques de la production capitaliste la plus développée; il en résulte nécéssarrement 
Vapparition de certains phénoméres de la lutte pour les salaires. Apres cela, 
il parait naturel de poser la question suivante: peut-on maintenir lessence 
de la concurrence capitaliste, mais régler en méme temps le trafic des mar- 
chandises par intervention sociale de maniére qu’il ne puisse pas se développer 
de monopoles au détriment des autres producteurs! 

Le maintien de l’essence de la concurrence capitaliste veut dire que les 
lois d’offre et de demande doivent en général rester en vigueur, il peut y é:re 
ajouté tout au plus encore une mesure qui restreindrait les ventes de mar- 
chandises effectuées par les producteurs individuels & point suffisant pour 
exclure la monopolisation du marché. L’hypothése de la restriction se reflete 
mathématiquement par cela que la valeur y(t) des ventes du producteur Ak, 
ne pourrait augmenter de la quantité «xydi méme si le marché était capable 
dabsorber n’importe combien de marchandises, parce que la mesure de restric- 
tion diminue cette augmentation d’une quantité i. y, dt ov la grandeur de 
dn = 4(t) dépend de la valeur de ex = ax(t) et des valeurs y;(t) des ventes 
de marchandises effectuées des producteurs A; différents du producteur Aj,. 
Les fonctions 21, A, .--» 4, sont done des facteurs appelés a compenser le 
développement inégal des ventes de marchandises ayant les valeurs Yv Yo sa aas 
effectuées par les producteurs A,, 42,..., A, De cette maniere, nous 
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obtenons, au lieu de (1), le syste¢me d’équations différentielles suivant: 


2 Cie Bi Yu Yo -- > Yn). 

yy 

oo Oo — he — BoP (Yr. Yo -- Yn): 
(la) Y2 

ue =O neg An — BE ff (Yi: Yor rrrs Yn): 

Jn 


Si nous admettons que les relations 


(8) G@y—Ay  Gg—he Lira th a 

Bs Bo = aBs 
subsistent pour toute valeur de ¢, alors les facteurs /1, dy, ..-, 4, devraient 
changer de maniére de compenser un A un les différences des quotients 
(1 G2 Gn différents l'un de l’autre, ce qui est pratiquement irréalisable, . 


B 1 B 2 8 n 

parce qu’il est impossible de prendre des mesures qui régleraient le trafic des 
marchandises automatiquement. L’hypothése (8) est par conséquent irréelle, 
en écrivant done «; au lieu de a, — Ax, le systeme (la) d’équations différenti- 
elles devient tout a fait analogue 4 (1), nous pouvons donc tirer de (la) les 
mémes conclusions que de (1), c’est tout au plus le moment ¢) de monopolisation 
qui peut changer. Bien entendu, pour pouvoir raisonner ainsi, il faut supposer 


/ 
: Ok , p re : Ok 
que les quotients — sont doués des mémes propriétés comme les quotients — . 
k Bx 
En ce qui concerne cette question, il n’y a que trois possibilités: 1° Il existe 


OO; OK . P . 
une constante y > 0 telle que— — — < — y. 2° Les fonctions 4, oscillent 


i Bx 
constamment, c’est a dire: si ck (t,;) >a; (t;) & un moment f,, il existe toujours 
un moment ft, > ¢t,; auquel a, (ty) < a (tg). 3° Les Ax tendent asvmptoti- 
quement vers des valeurs déterminées par 


' ' 
t 


lima (hes Him 
tro By to B; 
pour tous les couples d’indices 7 et k. 

Ce dernier cas équivaut & un 1églement presque automatique du trafic 
des marchandises; de plus, l’automatisme doit fonctionner sans limites. 
Or l’hypothese qu’un tel réglement automatique peur étre imposé a la société 
est évidemment absurde. Dans !a réalité, on ne peut done accepter que les 
hypothéses 1° et 2°. Nous sommes done parvenus au résultat suivant: si Pessence 
de la concurrence capitaliste est maintenue, il n’y a en réalité que deux cas 
possibles: 1° ow la monopolisation du trafic des marchandises et les conséquences 
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qui en découlent sont inévitables malgré toutes mesures de compensation qui 
pourraient étre introduites;: 2° ou bien les facteurs de compensation causent une 
oscillation sans fin de la puissance de production, phénoméne qui rend impossible 
le développement tranquille de la société. Tl est donc impossible de transformer le 
capitalisme développé — tout en conservant son essence — en un systéme 
social dont le développement se déroule sans secousses et sans crises. 

Le résultat serait tout autre si nous ne nous limitions pas uniquement a la 
restriction de la concurrence capitaliste, mais, en excluant complétement la 
possibilité de la concurrence capitaliste,-nous examinerions le développement 
sur le modéle mathématique d’un caractére tout différent de I’ économie planifiée. 
C’est que dans ce cas le développement des forces productrices et le trafic 
des marchandises se produit selon un plan établi d’avance; le probleme mathé- 
matique ne consiste donc pas a établir le systéme d’équations de l’équilibre 
dynamique entre le développement maximum selon la téchnique de l’époque 
de la production des producteurs individuels d’une part et de la diminution 
de la puissance d’achat survenue par suite de ce développement d’autre part; 
le probleme consisterait 4 rechercher ’optimum du développement des forces 
productrices en présence duquel la puissance d’achat du marché augmente au 
maximum. La condition préalable d’un changement si radical des conditions 
économiques est cependant une transformation essentielle de toute la structure 
de la société capitaliste dont la discussion dépasserait de loin les cadres de nos 
raisonnements de caractere mathématique. 


(Recu le 2 juin 1959.) 


MATEMATHYECKASL TEOPHA MOHOHOAL-RAHATAAMCTHYIECROLO 
TOBAPOOBOPOTA ‘ 


PEOPPUA AJERCAG (Byzauewr) 


( Peswame) 


Bypayasno-pKOHOMMYECKAA HAYKA UTALACh TpakTOBATh He MAO NpOOAeM MATeMATHYeCRUMA 
merojamn. JlounTKH BTM OKasHBatHCh adcOsWTHO OMMOOTHHMH, NOTOMy YTO 0 BALOM Marema- 
THYCCKAX (OPM CKPHBACTCA TOT B3IAAL, AKOOM KANHTAIACTHYeECKoOe OBABCIES ABEHeTCH @XHH- 
CTReHHOM popMo *USHH. OHH He BMACHHAM, MOAHO AM CYATATh NOCTOAHHON, EAHAHIY OOOPOTA 
CTOMMOCTH. HAM OHA CaMa ABAAeTCA (pyHKIMeH HeHsBeCTHHX (akTopos. /Lasee MA BOTpeTHAK Lane 
TARHE TPakTOBKH, KOTOpHe C MATeMATHYeCKOM TOUKM sSpeHHs Moryr Ons pesko KPHTMROBARN, 
Takum o6pasom o cucteme ypasnennit Boarpac—Kaccesa cumtanmenca B Oypmyasnon aT 
VeCKOM AKOHOMHM OCHOBHOM, OHA LOKAsAHO, WTO OHA HE HMCCT OAHOSHATHO OMPeLEACHHOM TOTO 
 TeXbHOH CHCTeEMH pellenuA, T. eC. MaTeMaTU4YeCKHe pelleHHA CHCTeMA ypapnenAa Boapac—lac- 
CeAA, HE MOKET HMETh HAKAKOLO FKOHOMHYECKOLO SHAdeHHA, ae net 

Mn upeaze scero woqvepkupaem, “TO MaTeMATHYeCKaA TpARTOSKA a Se HC pons 
Outs WpHHATA 6€3 KPHTHKH awe HB TOM CAy4ae, CCAM OHA OHA OM THITCHA Sis eats es 
OWHOOK. DKOHOMHYECKOe PasBUTUE ECTH COMMATHHOE ABLEHHE, BCARME MOMNTRA CrapaonlMccs 
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Lokasarh pro pasBUTHe B MaTeMaTMuecKOM CMHCLeE LeTePMUHUPOBAHHHM MpOWeccoM, 
wore (PyHaMenradbuo oum6orHDMH. MakcHMyM Yero MOAHO KOCTHLHYTS 9TO RONCTPY RIN Tako 
MOLCAM, MATEMATHYECKHE CBOHCTBA KOTOPOH APABMALHO OTPAMAlOT OAHY LacTh SROHOMHYECKOM HCTHHBL 
Ht TAKHM OOPAsOM OpocawrT CKer HA TO, KAKUMM CHAAMH BHISHBAIOTCA USBeCTHHIe HCCTeLyeMble ABIEHHA 
Ha «pone proro MOKHO OUPeACAUTS HW TO, KAKHE YCLOBMA LOAAUB ONT GeSyCLOBHO UsMeHeHH ooule- 
CYROM, UTOOM DAUMMHApORATh HeKOLOpHe BpequHe sRienut. [erp LaHHOM CTaTbH, YTO HO MeTOAY 
nocaeonannit Bowprepa B CBABH CG OHOAOMYECKMM KOALEKTHBOM, OKASAT Ha mMareMaTHueckoil 
MoLede OTpamawonjei HeKOTOpHe CBOiCrBA TOBApOOOOpoTa pasBUIOrO KalMTadHsMa, YO Mpolece 
MONONOAMZALMA CCTH HEHZOCHHOE TOCACACTBUE PasbUTOLO KAaNMTAIHSMA, UM TAKUM OOpasoM MpPHHIH- 
HHAAHO OMMOOYHO JOG0e UpeACraKAeCHHe O TOM, UO UPH COXpAHeHMM OCHOBHHX CBONCTB KaUuHTa- 
anerHieckoro KOUKYpCa Ges MOHONOAMZAILHH, MOrO Oh HakeATECA HA CHOKOMHOe BKOHOMHYECKOe 
paspurne, 

Iycrb A,, Ay,.-., Ap OBHATADOL UpOUsKOIMTeLeH TOBAPOR OupereTeHHOrO pdlNKa 
ipynnnun Y(t), Yo(),-++, Ya) crommocrb neero KosmuectRa ToRApoB, BBIMYIeHHHIX HMM XO 
Bpemenn ¢ 
aye, 

di 


ay, dy, : 
yi() = im y(t) = sees YA) = 


d d 


Kean pnnoiadn norpeduocrh Opa On SesupexeAba, TO KOAMYeCTBO Yx(/), B UHTepBadte BpeMeHH 
(', ¢-+ d!) yreanunsoch Ont KommuectBom axyxd!, PLO eR = (ef) ABAAeTCA NOLORMTEAHON (pyHK- 
WUC BABHCMMCH AMM OT WPOMSBOAMTeAbHOH CuocodHOCTH A, UponsBorurerd. Eecan upeanoso- 
iKULb, YO PHHOK HACTOA UeperpykeH, YO KOA OAMH U3 MWPOHSROTNTeTei BHUYCTHL TOBAp B 
OOOpoT, TOA pacuosowenWoOe KOIMVeCTBO TOBApa BAeYer 38a COOOT HeMeqTeHHOe yMeHbIMNeHHe 
MARCHMAIDHO BOSMOMHOLO OOOpoTa ApyruX UpoMsBoruTere B srom cayuae y(t) yBeamuurcsA 
He Ha ORYyRd’, @ HA (&~—We)YR TMC WE ABLAETCH (PYHRIMeH MepeMeHHBIX Yy, Yor +-+s Yn 
Ilyerh Q(Yis YoreessYn) YMenbMenHe NpHUMHeHHOe eLHEHeH TORAPOOHOpoTa HORYNHON cHo- 
coonocrn phuka, Tora we = Byp, ree By = Bx(t) aBanerca «byHKuMe CO BHAYeHHAMM Mem TY 
On 1. Kean y’,(/) osnauaer npousnoqnyo ov y,(f), TOMA pasBure TOBApOObOpoTa BHIpama- 
ereA CLELYOULCH CHCLEMOT AMMPeCPCHUMAIDUX YUupABeHMTT : 


V1 
Yr 


= 0, — BiG. (Ys Yor 6s s0:¥n)> 


as Pe ee ei 
=H, — Pol (Yis Yor s+» Yn)» 


= tn — Bah Yi Yor sees Yn 


CoxpannBin UpeAoToRenne O neperpyikKeuHOM PHUAKE, LOKASHRAeM, YO BTA CHETemMa Mp- 
PepenmMasbuX yPABHeHHit Meer cucremy pemenns, COCTOAMYH U3 NOAORMTEIDHNX «pyHRIUMi, 
OMMOSHATHO OUPCLCLCHHBX HATAIbABIMI YCLOBHSUL. 

PAacCMOTPUM BOUPOC O TOM BOSMOAKHO AM CHOKOIOe PasBHTHe TORApOOdOpoTa Ges KpMsuca, 
PH MPOMSBOACTREUNBX OTHOMCHHAX PASBATOrO KAMMTAIMIMA? Takoe pasBUTHe XapakTepH30Baroch 
On TEM, ITO CPABHUBAeMble OXHH C ApyrMM YCLOBMA KOHKypca upousBoAuTereit A,, Ay,..., Ap 
CYMCCTBCHHO HE HSMCHIANCh Obl, ILO MA MOIKEM BUPASHh HA HAMeH MOLeLe paccMarpuBad yHKIOMH 
eBags » Bn locromumom, Kpome sroro am ynorpedasem ene Tor useecrHmit ymuupuseckuit 
(pAkT, ITO CHOCOOHOCTS yBeaAMVeHHA TORApOCHopora y AR, Ba jANTEIDHOE BpeMaA OblLia Gorbute; 
em y Aj, TOrAa ake B YCIOBMAX PAsKUTOrO KaNHTradMsMA TAK MH OCTAeTEA BOOdMeE, YTO Ha Hames 
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MOMeLe BpPAKaAercA TeM, YO CyIMeCTByYeL TaKOe WOCTOAHHOe if > 0 WAKA KOTOPOro 


ok Oy 


Ha ocnospanun sTux ABYX UpeANOLOMeHAN Mbt LOKAZHBACM, UTO THM OLHA eERUNCTBEHHAO 
(PYHRUHA y,t) MOMET OCTATECHA OOLMe YeM HEROTOPOe TOLOMUTETLHOR Ta- 
CTOAHHOC, A TPyrue ACHMUTOTHYECKH IPHOAMMAWTCH K HYAW. 

JKOHOMMYCCKOe OOACHEHMe BIUX MATeEMATHYCCKUX MLAHHLX cuelyoulee : Up TOBAPOOdOpore 
COOTBETCTBYWMLEM YCLOBUAM PaASRUTOLO KanuTasusMa, H WpH Gomee MeHee TOCTOAHHHX YCIOBMAX 
KOHKYpca, OMA U3 LpOMsBOLUTeLeH OOABZATeIDHO UPUXOLUT B MOHONOAM3NpOBaHHOe COCcTOAHHe 
BBUY TOPO OH OXBATHBAeT COBepPMenHe BCerO TOBAPOOOopoTa pHHKA. Mononommsauna e_MHMIHHMM 
UPOUSBOLUTeLAMH PHHKOB, HE MOET Oplrh paccmorTpeHa Kak O01e3HeHHIT UpMpocrok kanwrarnsma, 
KAK DSTO YIBepmAerCA HEKOTOPHMU OypiakyasHHOMN SKOHOMMCTAMH, & HA CaMOM fete, OHA ABIACTCA 
OesyCLOBHHM CHYTHUKOM pasBHTOrO KavHTaIu3Ma HB Tepwotax 6e3 Kpusuca. 

Ha (pone uccere_osanuit TOBApoosopora MOHOLOAMZHpPOBAHHOLO UPOH3SBOLUTeIA, Mb ToKa- 
3HBaeM, YO CCAM MOHONOAL-KAUMTAL MOHOTOHHO yRBeIMYMBAeTCA BMeCTe C TOBApPOOdOpoToOM, Tora 
9TO, CCAM [pyre BIMAHMA Ha Hero He JelcrByWT, BAeYeT 3a COOOH YMeHbIIeHHe 3apltarol. 

Hakouel, paccMOrpuM BONpPOC O TOM, BOZMOWHO IM COXPAHUBINM CYTh KAaNMTALMCTHYeECKOrO 
KOHKYpCa, UpAHATD TaKMe Meph KOTOpHe WCKOUNIN OH MOHOUOIN3AIMIO WM ee nocreLcTBHA ? Dra 
npodsema MareMaTHyeckH BbpaAMaercA TeM, uo B cucTeMy AuMipipepeHUMaIbHWX ypaBHeHUi HymAHO 
upupecth Takue ()yHKIMH Ay 3HAYCHHE KOTOPHX BaBHCHT OT vy, WM OT sHayeHMA PyHKIM Y,, 
Yoo »++> Yn, T. @. MBL LOIRE UCCIELOBRATD CleLyiwlllyo cucremy Au) PepeHiMatbHHx YpaBHeHHil : 


/ 

4 
Soe ey be BLOTS Ying «+ +5 Un)» 
Y1 

Y, 
i = y— hy— Bo (Ys Yor +++» Yn)» 
Yo 

Yn ” ao . 
go Sie hie (Ys Yor ++ » Yn): 
Yn 


Vs 9rux uecdlehonannit MB LOLYYMIM TOL pesy.AbTAT, YTO B LCHCTBUTeCADHOCTH UMeOTCA THIb 
qe BosMomHOCTH: 1) HIN MpOMCXOAUT Mpowecc MOHONOMUBAIWM, HeCMOTpA Ha MpHMeHenHEe Upu- 
_HYAuTeIbUX Mep, 2) HIM B TOBAapOOGopoTe HacTyuaer Takoe MOCTOAHHOE KoLeOaune, KoTOpoe 
HOLHOCTHIO NPUBOLAT WpOMBBOLCTBO B HEOUpefereHHoe COCTOAHHE. Coxpanunum Cy Tb Na Ge 
YeCKOLO COMMAALHOLO CTPOA, CTAHOBUTCA HEBOSMOAHHM UOCTOAMEO CHOKOMHOe PasBUTHe Ges KpusHca 
TOBApOOdopotTa ake Up UpHMeHeHMM WpMHYAMTeADHDIX Mep. 
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TSCHIRNHAUS’SCHE EIFLACHEN UND EIKURVEN 


Von 
GYULA SZ.-NAGY (Szeged), Mitglied der Akademie 


1. Kine Tschirnhaus’sche Kurve ist der Ort der Punkte der Ebene, 
deren Abstiinde von n festen Punkten der Ebene multipliziert mit gegebenen 
Konstanten eine konstante Summe ergeben.! 

Eine T'schirnhaus’sche Fliche E,(R) n-ten Grades mit dem Radius R 
wird den Ort der Punkte P bedeuten, deren Abstiainde von n festen Punkten 
F,, Fy, ..., Fy (Brennpunkte) multipliziert mit gegebenen positiven Kon- 
stanten 91, 79, -- 5 Yn (Gewichte der Brennpunkte), deren Summe gleich n ist, 
die konstante Summe n & ergeben. 

Liegen die Brennpunkte in einer Ebene «, so ist die Schnittkurve der 
Ebene ~ und der Tschirnhaus’schen Fliche #,(R) eine T'schirnhaus’sche 
Kurve. Auch diese Kurve laBt sich mit #,(R) bezeichnen. Liegen die Brenn- 
punkte nicht in einer Ebene, so bezeichnet #,(R) nur die Flache. 

In einem multipolaren Koordinatensystem, dessen Pole die Brenn- 
punkte sind, hat die Flache oder Kurve £,(R) die Gleichung 


(1) T(P)= GP) —n R= SYS KK —nR=9, 
k=1 
GPs eo: SaHn, h= PF, (k=1, 
k=1 


i) 


nye 


Kin Punkt P liegt dann auf #,(R), wenn seine multipolaren Koordi- 


NAN s si fo, ues 5 rn der linearen Gleichung (1) geniigen. Eine nichtnegative 
Losung ry, 2, -.-, % der Gleichung gibt aber nur dann einen Punkt von 
H,(R), wenn die n Kugeln von Halbmessern r;, mit den Mittelpunkten F;, 
(k= 1, 2,..., m) einen Punkt gemeinsam haben. Dann liegt dieser Punkt 


' Die Tschirnhaus’schen Kurven kommen erst in der Arbeit ,.Medicina mentis‘‘ von 
W. v. Tscurrnnavus, Amsterdam 1686, S. 91. vor. Die Tschirnhaus’sche Kurven sind 
spezielle Polyzonalkurven von A.Cayiry. Vgl.G. Lorra, Spezielle algebraische und trans- 
zendente ebene Kurven, Bd I: Die algebraischen Kurven, Leipzig, 1910, S. 348—351. 
J.MounAr hat fiir die Fadenkonstruktion Tschirnhaus’scher Eikurven mit ganzzahligen 
Gewichten ein einfaches Verfahren gegeben, Kézépisk. Mat. Lapok, 2 (1950), S. 117-121. 
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auf #,(R). Es wird angenommen, da #,(R) eine reelle Flache oder Kurve 
ist, daB sie also mindestens einen reellen Punkt besitzt. 

Wir nennen die Flichen oder Kurven £,(R) T'schirnhaus’sche Hiflachen 
bzw. Hikurven, weil sie nach Satz Il konvex sind. 

EL,(h) ist isobar baw. allgemein, anisobar, je nachdem die Gleichungen 
94 = 4g = -+-- =n (= 1) bestehen bzw. nicht bestehen. Die Fliche bzw. 
Kurve #,(R) ist eine Kugel bzw. ein Kreis vom Halbmesser R. Eine isobare 
bzw. allgemeine Kurve #,(R) ist eine Ellipse bzw. ein Cartesisches Oval.? 

Haben die Brennpunkte eine symmetrische Lage in bezug auf eine 
Ebene, Gerade bzw. auf einen Punkt, so besitzt offenbar auch #,(R) diese 
Symmetrie. Kine Tschirnhaus’sche Eiflaiche, deren Brennpunkte auf einer 
Geraden g liegen, ist eine Rotationsflaiche mit der Achse g. Bei einer zentralen 
Symmetrie der Brennpunktgruppe hat #,(R) ein Zentrum. 

2. Die Flaichen oder Kurven £,(R,) und £,(R,) sind konfokal, wenn sie 
dieselben Brennpunkte besitzen und einem Brennpunkt bei beiden Flachen 
oder Kurven dasselbe Gewicht gehort. 

Der Radius R der konfokalen Flachen oder Kurven #,(R) hat einen 
von der Lage der Brennpunkte und von ihren Gewichten abhingigen kleinsten 
Wert Rk, mit der Kigenschaft: #,(R) ist eine reelle Flaiche oder Kurve, wenn 
R> R, ist, im Falle R < Ry hat sie keinen reellen Punkt. H,(Ro) ist ein 
isolierter Punkt oder eine isolierte Strecke, mit einem gemeinsamen Namen: der 
Kern der konfokalen reellen Flachen oder Kurven H,(R) (R > Ry). Dieser 
Kern ist also ein Kernpunkt oder eine Kernstrecke. 

Der Kern von £,(R) besteht aus den Punkten, in denen die Funktion 


oP) = DduPh, ihren kleinsten Wert G* = n Ry erreicht. Die stetige Funk- 
k=1 

tion G(P) hat in der (abgeschlossenen) konvexen Hiille H* der Brennpunkte 

ein Minimum, das von G* nicht abweichen kann. Es gibt ‘niimlich zu jedem 

Punkt P auBerhalb von H* eine Ebene ¢, durch welche P und H* getrennt 

werden. Die orthogonale Projektion Py des Punktes P auf « hegt zu jedem. 

Punkt von H*, also zu jedem Brennpunkt F;, naiher als P. Deshalb sind 


und G* = G(Py) = >U%Po Fe < >uPPr = GP). 
k=1 k=1 


Der Kern von £,(R) liegt also in der konvexen Hiille H* der Brenn- 


punkte. / 
Ist H* keine Strecke, so ist der Kern ein Kernpunkt. Die Annahme: 


GP,) = GP,) = G* = nk, ie eu namlich zam Widerspruch 


2 Vgl. bei G. Loria, a. a. O., 8S. 173—183. 
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G(H) < G*, wo H den Halbierungspunkt der Strecke P,P, bezeichnet. 
Nach einem bekannten elementargeometrischen Satz besteht fiir einen belie- 
bigen Punkt F die Ungleichung 

(2) 2 A Pe 

und das Gleichheitszeichen gilt hier dann und nur dann, wenn F ein Punkt 
der Verliingerungen der Strecke P,P, ist (inbegriffen auch die Punkte 


P, und P,). Enthalten also die Verlangerungen der Strecke P, P, nicht jeden 
Brennpunkt, so besteht mindestens eine der Ungleichungen 


(3) 2 APg=P FP. + Pol, (b= 1,2. n) 
mit Ungleichheitszeichen. Deshalb ist 


n n ” 
7 


> 4 El ee 2 qx Py Fy a gk P, Fx = G(P1) + AP.) = 2 G*. 


es 


2G(H) = 2 


Liegen die Brennpunkte auf einer Geraden und haben sie dort die 


Reihenfolge /,, F3,...,; F,, so gibt es einen Index p (l= p=n), so da 
entweder 

Ph n n 

Uk <2 Oh WN ge a OR eee 

=i k=p k=1 k=p+1 ito k=p+1 


n 


sind. Diese Relationen lassen sich wegen der Gleichung >a = n in der Form 


k=1 
= = DP 

2>n<n<225>q bow. 25> H=2 
k= k=1 k=1 


schreiben. Besteht die Ungleichung bzw. Gleichung fiir p, so ist der Kern 
von H,(R) der Kernpunkt F, bzw. die Kernstrecke Fp F,+,, weil der Wert 
der Funktion G(P) in # bzw. in den Punkten der Strecke Fy Fy; minimal ist. 

Besteht nimlich die Ungleichung fiir p und ist P (4 F,) ein beliebiger, 
Punkt der Geraden g, so ist 


nr 


GP) — GF,) = > 4(P FF, — Fp ky) => a De 0. 
k=1 k=1 
Liegt P auf der Halbgeraden F, F, bzw. FF, (im Falle p= 1 baw. 
p=n ist diese Halbgerade die Verlingerung der Strecke Fy F, bzw. Ff, Fy, 
iiber F,), so erhilt man aus der Reihenfolge der Brennpunkte offenbar die 
Relationen 


Diet Rb cal o DO 1)5 9 Dese P Epub itil, ny 
baw. 


Dye PF (k= 1,2) 2.p), ee eee (bp +1, ie. Anje 
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Daraus ergibt sich die Ungleichung 


p—1 n p— = 


ae 9) =" = 1 Di + XK De > (— = % + Jw PF, = 0 
ror 


bzw. i 
¥ < pore (enies Gee 
hs) = >a Det > a De > (So — > a) PF, >. 
ka k=p+1 =n k=p+1 
Der Punkt F, ist also der Kernpunkt von H,(R). 
$2 % 
Ist — tk A => %%, so erhalt man ebenso fiir einen beliebigen Punkt 
k= =p+1 


P der Halbgeraden F, F, bzw. Fy+1F, die Ungleichung G(P) — G(F,) > 0 
bzw. G(P) — G(Fy11) > 0. 

In einem beliebigen Punkt P der Strecke Fy Fp+, (Fp und F, +, inbe- 
griffen) sind 


ek, (ea 2, 2), DPF, (k=p +1,...,7) 
und 
GP) — GF») =|— DSat+ > alP Fp = 0 
k=1 k=p+1 


Damit ist der Satz bewiesen: 


I. Der Kern einer Tschirnhaus’schen Eifliiche oder Eikurve E,(R) liegt 
in der konvexen Hille ihrer Brennpunkte. Liegen die Brennpunkte nicht auf 
einer Geraden, so ist der Kern ein Kernpunkt. 

Liegen die Brennpunkte auf einer Geraden in der Rethenfolge Fy, Fo, 

F,, und besteht fiir einen Index p die Ungleichung bzw. Gleichung 


jal Dp D 
ey me > ox bzw 24 =—n, 
= k=1 k=1 


so ist der Kern von E,(R) ein Kernpunkt, der Brennpunkt Fy, bzw. eine Kern- 
_ strecke, die Strecke Fy Fp+4. 

Ist also #,(R) keine Rotationsflache, so hat sie einen Kernpunkt. Kine 
Rotationsfliche £,(R) hat dann eine Kernstrecke, wenn ihre Rotationsachse 
auBerhalb der Brennpunkte einen Punkt enthilt, von dem die linksseitigen 
Brennpunkte dieselbe Gewichtssumme ergeben, wie die rechtsseitigen. 

3. Der folgende Satz ist fiir uns wesentlich. 

Il. Jede Tschirnhaus’sche Fliche oder Kurve E,(R) (R > Ro) rst eine 
Hiflache bzw. Eikurve. 

Dieser Satz wurde von mir zuerst mit Hilfe der Ungleichung (2) elemen- 
tar bewiesen. Man kann namlich zeigen, da® keiner der Punkte einer Sehne 
P,P, von E,(R) (R > Ro), von denen die Sehne in 2N (N = I, 2,...) gleiche 
Strecken geteilt werden, auf #,(R) liegen kann. 
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Die Konvexitat von H,(R) folgt aus den Kigenschaften der konvexen 
Funktionen einfach. 

Ist naimlich g eine Gerade durch einen beliebigen Punkt P, von E,(R), 
so ist der Abstand 7, eines auf g laufenden Punktes P vom Brennpunkt 
F, eine (von unten) konvexe Funktion von P. Deshalb ist auch G(P) = 


_ v a re (dk > 0; k= 1,2,...,m) auf g eine konvexe Funktion von P, 


die er Wert G(P,) = nR in héchtens einem Punkt P, auBerhalb von P, 
annimmt. H,(R) hat also mit g héchstens zwei Treffpunkte. Daraus folgt 
die Konvexitiit von 2,(R), weil ihre Punkte in einem beschrainkten Raum 
liegen.$ 

4. Sind R,, Ry, ..., R, beliebige nichtnegative reelle Zahlen, so laBt 
sich die Gleichung von #,(R) in der Form 


~~ ~< 


(4) a Ik (Te — By) = nk — Ske = C 
imi k=1 


schreiben. 


Bezeichnet A; die Kugel vom Halbmesser R, (= 0), deren Mittelpunkt 
der Punkt F, ist, so bedeutet d, =r, — R, den Abstand eines Punktes P 
mit den multipolaren Koordinaten 7r,, 7), ..., 7, von der Kugel Ky. Dieser 
Abstand ist negativ, Null oder positiv, je nachdem P innerhalb von Ky, 
auf K, bzw. auBerhalb von Ky, liegt. 


Ks gilt also der Satz: 


Il. Ist Kp eine Kugel von Halbmesser Ry (= 0), deren Mittelpunkt 
im Brennpunkt Fy einer T'schirnhaus’schen Fliche E,(R) liegt und hat Fp 
das Gewicht qn, so gentigen die Abstinde dp eines beliebigen Punktes der Fliche 
E,(R) von den Kugeln Ky (h = 1,2,..., n) einer linearen Gleichung 


9191 +Qodg +... +Qndn=C. 


Die Punkte, deren Abstéinde von n Kugeln mit verschiedenen Mittel- 
punkten einer linearen Gleichung mit positiven Koeffizienten geniigen, legen 
auf einer Tschirnhaus’schen Hifliiche n-ten Grades, deren Brennpunkte die 


§ Ebenso kann man einsehen, da® eine reelle F’& *he oder Kurve mit einer Gleichung 
von der Form 


tat as gr | Py i, AA or 
2 [ae east q% TP irter crs a qh) rh Tien cia Smee Ge mm re |= = Konst > 0, gt — 0, 2 = 1 
(h = 1, 2,...,m) konvex ist, weil rh im Falle y>- 1 auf einer Geraden g eine konvexe 


Funktion ist. Legt man niimlich g in die a2-Achse, so hat 4 die Form 
¥ 
Lee noo tins 2 Zee eS 
r, = f(x) = [(« = "Gh)* Abr | 


und in den Punkten der w2-Achse ist f(a) 0. 
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Kugelmittelpunkte sind. Die Gewichte der Brenn punkte sind zu den Koeffizienten 
der linearen Gleichung proportional. 


Sind R,, Ry, ..., R, die multipolaren Koordinaten eines festen Punktes 
P,) von £,(R), haben also die Kugeln K,(h = 1,2, ..., n) einen Punkt P, 
gemeinsam, so hat die Gleichung (4) die Form 


n n n 
(6) aS enttie= Rij ode 0, Sq, Rk, =—wer: 
A= h=1 h=1 

Daraus erhilt man im Falle n = 2 die von I. Newron entdeckte EKigen- 
schaft des Cartesischen Ovales, daf die Abstinde seiner Punkte von zwei 
festen Kreisen in einem gegebenen Verhiiltnisse stehen.4 

Die Kugeln K,(h = 1,2,...,n), deren Mittelpunkte Brennpunkte 
von £,(R) sind und deren Halbmesser R, der zweiten Gleichung von (6) 
genugen, bilden ein konfokales System von E,(R). Insbesondere bilden 
die Kugeln K, vom Halbmesser R mit den Mittelpunkten Fy, (h = 1, 2,..., n) 
ein konfokales System von H,(R). Hat die erste Gleichung von (6) ein nicht 
verschwindenes Glied, so hat sie mindestens je ein positives und negatives 
Glied. 

Daraus folgt der Satz: 

IV. Hin jeder Punkt einer T'schirnhaus’schen Hifldiche E,(R) liegt inner- 
halb einer Kugel eines konfokalen Systems S von E,(R) und auferhalb einer 
Kugel von &, oder er ist ein gemeinsamer Punkt der n Kugeln von +. 

Die Gesamtheit der gemeinsamen inneren und der Randpunkte der n 
Kugeln eines konfokalen Systems von E,(R) enthilt die Fldéche. Der Durch- 
schmitt der Kugelinneren von X enthilt keinen Punkt von E,(R). 


Aus diesem Satz erhailt man im Falle R, =R,=...=#,(= £) 
den Satz: 

V. Enthilt eine Kugel K vom Halbmesser 0 die Brennpunkte einer Hifldche 
E,(R) im Innern oder am Rande, so liegt jeder Punkt von E,(R) wm Innern 
oder am Rande der konzentrischen Kugel K' vom Halbmesser o' = Rk +@. 
Im Falle e <R liegt die Fliche E,(R) auperhalb der konzentrischen Kuge! 
K" vom Halbmesser o'' = R—o. : 

Die Fliche E,(R) hat bei geniigend groBem Radius die Form einer Kugel. 

Die Kugeln vom Halbmesser &, deren Mittelpunkte in die Broun punkte 
fallen, bilden naimlich ein konfokales System + von E,(R), sie liegen in K ‘und 
enthalten K”’. ar eer 

Der zweite Absatz des Satzes folgt daraus, daB das Verhiltnis 9 @ 
von der Einheit wenig abweicht, wenn der Radius R geniigend gro} ist. 


4 I, Newton, Philosophia naturalis, Principia mathematica, Buch I, Satz XIV. 
Vgl. bei G. Lora, a. a. O., S. 178. 
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5. Der Hauptpunkt O einer Tschirnhaus’schen Eiflache oder Hikurve 
E,(R) ist der Schwerpunkt ihrer (mit Gewichten versehenen) Brennpunkte. 
Die Hauptkugel der Hifliche bzw. der Hauptkreis der Eikurve hat den Mittel- 
punkt im Hauptpunkt O und den Halbmesser R. Es gilt der Satz: 


VI. Hine Eifliiche bzw. Eikurve E,(R) (R>R ) liegt innerhalb threr 
Hauptkugel bzw. ihres Hauptkreises und sie lann auf der Hauptkugel bzw. auf dem 
Hauptkreis. nur dann einen Punkt haben, wenn die Brennpunkte auf evner 
Geraden legen. 


Dieser Satz verallgemeinert einen bekannten Satz der Ellipse. Er scheint 
fiir ein Cartesisches Oval nicht bekannt zu sein. 

Hat der Brennpunkt F, bzw. der Hauptpunkt O in einem rechtwinkligen 
Koordinatensystem die Koordinaten ax, by, cx baw. §, 4, 5, so sind 


n n n n 
: ~ >; os S : 
(7) ae UH SUH NE, OK, KN. 
k=1 k=1 k=1 k=1 


Fiir einen beliebigen Punkt P = (wv, y, z) des Raumes bestehen also 
die Gleichungen 


Y~uG—x=n(E—2), Sule-Y=nQ-y, 
(8) k=1 k=l 
a i 
PREM ds Ei (¢ — 2). 
=] 


Die eo bzw. rechten Seiten dieser Gleichungen sind Komponenten 


des Vektors > u PP, bzw. n PO. Die Gleichungen (8) lassen sich also in der 
k= 
Vektorgleichung 
7 n a ae: 
(9) > “PF, = n PO 
k=1 


zusammentassen. Liegt der Punkt P auf #,(R), so ist 


n 
(10) nh = > UuPF, =n PO, also R= PO. 
k=1 
Hier bes tei itzei 
ier besteht das Gleichheitzeichen nur dann, wenn die Vektoren PF; 


(k = 1,2,...,m) dieselbe Richtung haben, wenn also die Brennpunkte auf 
der Halbgeraden PO liegen. Damit ist der Satz VI bewiesen. 


6. In einem rechtwinkligen Koordinatensystem hat EF; (Rk) die Gleichung 


Pe, y,2)= > ur —nNR= 


(11) 


bo) 


= wo Uk [(% — ay)? + (y — bg)? + (2 — )?]2 —nR = 0. 
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Die Richtungscosinus der Normalen dieser Flache in ihrem P 


unkt 
Po = (Xp, Yo, %) sind zu 7, (%, Yo. 2), Ty (Zp; Yo: 20), Zz (Xp, Yo, %) propor- 
tional. 


- Sheet lel ee Sa ce eae fet : 
Liegt die Normale bzw. der Punkt P, in der z-Achse bzw. im Anfang 


des Koordinatensystems und sind d,; = (az +62 4 ae (eee LD an come, 9h) 
so sind 
~~ ak ce Dy 
Oe a, = 0, — 7, (0,0, 0) = > a — — 0, 
k=] di et dx 


Se 
= (Oy Of0 ae Gia 
ae te 


Der Punkt Mj, in dem die Einheitskugel mit dem Mittelpunkt P, von 


der Halbgeraden Py Fy, getroffen wird, hat die Koordinaten 2x, = a : 
dx 
b c : : 
Yk =e bee ae . Wird der Punkt M;, mit dem Gewicht ¢, von F, belegt, 
k Ok 


so gentigen die Koordinaten §,, 7, {9 des Schwerpunktes S, der Punkte M,, 
M,,..., M, den Gleichungen 


n 


E> m= ko = > 1% = — T; (0, 0,0) = 0, 
j[s= k=1 
n € n 
My = 2% Ye = —Ty (0,0, 0)=0, nb, — > %%- 


Der Punkt S) liegt also auf der Normalen von H,(R) im Punkt Pp. 
Daraus ergibt sich die folgende einfache Konstruktion der Normalen: 


VIL. Ist M, die zentrale Projektion des Brennpunktes Fy, von einem 
Punkt Py. der Hifliche B,(R) aus auf die Einheitskugel mit dem Mittelpunkt P , 
wird M; mit dem Gewicht qx versehen und ist Sy der Schwerpunkt der Punkte 
M,, My, ..., My, 80 schneidet die Gerade Py So die Flaiche E,(R) im Punkt 
Poy senkrecht.5 

Aus diesem Satz folgt der Satz: 


VIII. Jede Normale einer Hifldche HE, (R) (R > Ry) trifft die konvexe 
Hille threr Brennpunkte. 


7. Ein Punkt einer konvexen Flache hei®t reguldr bzw. singuldr, je nach- 
dem durch ihn eine bzw. mehr als eine Stiitzebene der Flache geht. Der Punkt 
P, ist also ein regulirer,Punkt der Tschirnhaus’schen Hiflache #, (R), wenn 
die Flache in P, eine bestimmte Normale besitzt. In einem singularen Punkt 
P, versagt also die eindeutige Konstruktion der Normalen. Dies findet nur 


5 Der Satz VII kommt nach G. Lorra (a. a. O., 8. 176) auch bei G. Puano, Applica- 
zioni geometriche del calcolo infinitesimale, Torino 1887, 8. 142 vor. 
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dann statt, wenn P, mit dem Schwerpunkt S, oder mit einem Brennpunkt 
F,, zusammenfiallt, weil dann der Punkt 1, und damit S, unbestimmt ist. 


Fallen P, und S, zusammen, so verschwinden die partiellen Differential- 
quotienten 7',, 7’) und 7, in P.. Enthalt die Flache #,(R) mit der Gleichung 
GP) = 7(P) +nR = T(x, y,z) den Punkt Po, so ist Py ein mehrfacher Punkt 
von £,(R). Wegen der Konvexitat von #,(R) kann P, nur ein isolierter Punkt 
oder Punkt einer isolierten Strecke, also ein Punkt des Kerns sein. Deshalb 
sind ih =k, und GP) ¢* 

Die Differentialqotienten von 7(x, y, z) sind offenbar Komponenten des 


— > 


Vektors —» q, P)M,. Daraus folgt der Satz : 


IX. Hat eine Tschirnhaus’ sche Eifliche einen singuldren Punkt P,, 


so fdllt Py entweder in einen Brennpunkt oder in den Kern der Flache. In einem 
n 


—> 
Punkt Py des Kerns besteht die Vektorgleichung > «PM. = 9. 
k=1 
Aus dieser Vektorgleichung kann man auf die Lage des Kerns Folgerun- 
gen ziehen. Im Falle ¢, = qg =... = qn = | lassen sich die Satze tiber die 
Lage eines Punktes kleinster Entfernungssumme von n gegebenen Punkten 
leicht ableiten.® 


Die Satze dieser Arbeit lassen sich ohne Schwierigkeiten auf die ahnlich 
definierten Tschirnhaus’schen Hypereifliichen mit positiven Gewichten ver- 
allgemeinern. 


(Hingegangen am 10. Mérz 1950.) 


° H. Sturm, Uber den Punkt kleinster Entfernungssumme von gegebenen 
Punkten, Journal fiir die reine und angew indte Mathemitik, 97 (1884), S. 49—61. 
F, Wetssretp, Sur un prob éne de minimum dans l’espace, Léhoku Math. Journal, 
42 (1936), S. 274—280. 


BOIIY RADE HOBEPXHOCTH WH RPHBbIE THIHPHPAYCA 
A. C-HAAb (Ceres) 


( Pesime) 


Hovepxuocth Timmupurayca creuena mn anasteten reomerpuueckum Mecrom Tex rouvek, ¥ 
KOTOPHX paccrodHne OT MN HenoABMAHHX Toyer Fy, F., ..., Fy (porycos) ymuoxennne na qan- 
MHC HOTOMMTCAPUME HOCTOAUHHE Gy, Jo, +++, Fn (MACCH PORKYCOR), CYMMA KOTOPHX paBHaerca n, 
Aawr wocToaunyo cymmy “A. Kean tboxyen aexar Bp oxnoii uaz0cKocrH, ro Kpugas, KOTOpasa 
MOAYMACTCH KAK HEPECEYEHHE WAOCKOCTH C HOKepXHOCTHO, HasHRaérca KpUROT Tumpurayea. Eean 
Gis Ten++ 5 In (Maccht (PoKyca) HOAOAMTeADUN HM eCAT 


nH 


>, Gdk=n u C=nR, 
k=1 
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FO HOBEPXHOCTS ABAACTCA BYRON WOBepxHocthH Tmupurayca E,(R) crenenun n w paanyca 
AR, tak kak Takada NoBepXHOCTS BHNYKAa, 
B takoi MyXbTHHOAApHO cucTemMe KOOP MHAT, re HOAWCAMH CAyKaT (pOKYCH, ypabnenwe 
HOBEPXHOCTH HMeeT BHT 
n 
te ae 
oe e == TF =— 4h | 
Gt — 2h — 0: 
c— 1 


Ecan tbokyc uosepxuoctu E,(R,) u E,(Ry) WM MaccH OTJeIbHHX (poRyCOR  CooTRET- 
cTByeT Apyr-Apyry, Torsa Ave woOBepxHocTu copokycun. Meary paguycamn KouoKaabuHX 110- 
sepxHocteh H,(R) umewtca takoi paguyc Ry, sasncamuii or mecta u Beca «okycor, TO 
uopepxHoctb E,(R) axnaaerca eiicrsnresbwoi morepxuocthw, ecan R> Ro. Dosepxuocrn 
E,(R) (R < Rp) we umewr JeicTBuresbnwWx roveK, moRepxHocts E,(R,) aAvaserca w30anporan- 
HOH TOWKOK BAK H30AMpORaKHHM OTpeskom. IlocaequH cay4aii TOABKO Torga uMeeT MeCTO. ecaHn 
pOKYCH pactOtaraWTCaA Ha OHO UpAMOM WM Ha 3TOH UpAMoM uMeeTCA oOTaMuHaa or «(poRyca 
TOUKa, OT KOTOPOH CymMa Macc «(POKYCOB, AeMAMX HaleKRO OT BTOM TOYRH paBHa CyMMe Macc 
spORYCOB, TeMAMLAX HaupaBo OT 3TOH TOURH. 

Ilonepxnocts E,(R) wapoodpasua, ecam ee painye jocrarowwo peauk. Topepxnocrh 
£,(R) waxoxutca B TOM mape c paduycom A, WexTp KoTOporo ABAAeTCH WeHTpOM TaREeCTH ()o- 
Kycos. Oguospemenuo £,(R) abiaetca Take MW TeOMeTpH¥eCKUM MeCTOM TAKMX TOUR, Y 
KOTOPHX CyMMa OT HePeMHOACHHNX C LOORMTEADHHMM MACCAMH PaccTOAHHH OT nr MapoOB ecTh 
nocroanHaa. Ilentpamu mlapos Gyxer (pOKYCH OBePXHOCTH. 

Hopmaab k nosepxnocru L,(R) B ero roure Pp, CrpouTca TakHM OOpasomM, YTO oKycnl 
upoekTupyem Ha Wap ¢ ueHTpom Po, HM WOAyYeHHHM TOUKAM COOTBETCTBYWT MaUCH UMpOeRTBPYeMHX 
spoKYCOB, oNpexeaaem HeuTpTawectu S, atux rovek. Hpamaa Po So aBAAeTCA HOPMAADW NOBEPXHOCTH 
% Touke P,. lw6ad wOpMarb WOBepXHOCTH UMeeT OOM TOURY C BHNYKIOM OGOTO KOH «o- 
xycozn, Ecan nosepxuocth E,(R) wepecekaet O1MH oye, TO Tam HeT ompelereHHOH HopMaau. 


A REMARK ON THE CURVATURE AND TORTUOSITY 
OF SPACE-CURVES! 


By 
E. EGERVARY (Budapest), member of the Academy 


Making a survey of the various methods of dealing with the curvature 
and tortuosity of a space-curve, one feels bound to ascertain that even in 
elementary treatises the formulae of the curvature and tortuosity are derived 
in a rather intricate manner, very often by the sideway of Frenet’s equations. 

In the present note I wish to propose a short and straightforward deri- 
vation of these formulae which rests entirely upon the definitions and requires 
only the most elementary tools of the vector-analysis. 

The parameter ¢ in the vector-function v = v (¢) being interpreted as 
time, it is easily proved that the angular velocity-vector of y | y |~lis given 
by (v X v)/v?. 

Then, having defined the curvature 1/R of the curve r = r (¢) as the limit 
of the ratio of the angle -/« through which the tangent-vector turns to the 
length _/s of the arc and identifying v with r, we get at once 

Is in Ata rt da ds A Irxr| . 
R As dt dt [z|? 


Similarly, the tortuosity 1/7’ being defined as the limit of the ratio of the 
angle 8 through which the binormal (or the osculating plane) turns to the 
length ./s of the arc, and identifying v with r x # we get 


(rxXr 


x 


on lim Ap Ae : ds = 
Ab As dt dt 


Applying the rule ( x ¥) x (f x‘) = (# ‘#) &, the usual expression of 1 ge 
immediately follows. 


1 The author believes his method to be new, and in the contrary 


; Sane : : case he hopes to 
be excused by the difficulties of taking cognizance of the complete r 


elated literature. 
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In order to be able to distinguish the sign of the tortuosity, one has 
dv 


dt |v) 


only to retain the vector-character of the foregoing expression of 


(Received 8 May 1950) 


O KPHBYUSHE W KRPYYEHUM TWPOCTPAHCTBEHHBIX RPUBbIX 
K. STEPBAPH (Byxanemr) 
(Pesme ) 
ABrop faer efMHOe, UpAMOe HW Kparkoe TOKaAsaTeALcTBO (POPMYAH LI KPUBUBHH UH Kpy- 


YeHHM MpPOCTPAHCTBEHHHX KPHBHX (pH AWONX TapaMerpax) pu UOMO WpOCcrHX CpeACTB Bek- 
TOpHOM aaredpH MH BEKTOPHOTO anadusa, Oe3 UpuMeHenus (popMya (pene. 


ON THE REMAINDER-TERM 
OF THE PRIME-NUMBER FORMULA, I 


By 
PAUL TURAN (Budapest), corresponding member of the Academy 


1. Throughout this paper p denotes prime-numbers and _/ (n) the classical 
Dirichlet-symbo] 


=| logy if 4p" 7 & lee 
0 otherwise. 
Further in the usual notation 
n(x) = a 
hax 


we introduce D(a) and _/(a) by = 
~ dv : 
(1,1) D(x) = x(x) — | = a(x) — li(x), 
log v : 
2 
(1,2) A(x) = w(x) — 2. 


The complex variable will be s=o-+ if; the zeta-function of RreMaANN 
is defined for 6 > 1 by 


(1,3) O(8) Smo es ad t 


15 2s ns 


This function! is regular, apart from a pole of first order at s = 1, inevery 
bounded domain. As well known, it has an infinity of zeros in 0 <6 < 1 
which we denote by 
(1,4) o=P+ty 
and call non-trivial zeros; besides them ¢(s) has only the zeros 
§ = — 2n, ee 
1 All the mentioned facts on ¢(s) can be found in ev ery standard book of the 


subject, we quote only [NGuam’s book ‘“The distribution of prime-numbers”’, Cambr. 
Tracts in Math. and Math. Phys., No. 30, which we shall quote often for pafererine: 
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= th e , 
Further we know that the non-trivial zeros are symmetrical with respect 


: 1 ; 
to the point s = => denoting by @ the least upper bound of the f’s we have 


(1,5) — 


bo | = 
° 


The significance of these zeros on the distribution of primes is signalised 
by the formula of RrtsEmanNN—MancGoxupt which states that if 


Wa) = w(x + 0) + W(x — 0) 


Ct oe lee 


then we have 


— 
uv oO ys 
y 


” a 1 l j C ~ 
w(x) = x “ : log 1 _ 4 —— (0). 
This shows that (x) is “essentially” 
(1,6) => 
Te 
The classical results of HADAMARD and DE La VALLHE—PovssIN according to 
which for 7 —> o 


a 


AED ae i a(t) 1 


x li(a) 


raise immediately the questions on the upper and lower estimation of /(«) 
and D(x). A particular emphasis is given to these questions by an assertion 
of RreMANN on the distribution of primes, made at the end of his famous paper, 
according to which li(x) furnishes always an wpper estimation of D(z). 

2. It is well known that we are at present much more successful with 
the lower estimations than with the upper ones of /(x) and D(x). Also this 
paper deals exclusively with their lower estimation. We shall often use the 
notation 

Kay = 22g @)) 
where g(x) is positive for all sufficiently large a-values; we denote by this 
notation that both inequalities 


f(x) = eg (#), f(x) = — eg (2) 
(c a suitable positive constant) have an infinity of solutions which —> oc. The 
symbol 


f(x) = 2 (9(@)) 
denotes only that the inequality 
| fx) | = eg (2) 
has an infinity of solutions which —> co for a suitable positive constant c. 


3. It turned out long ago that the lower estimation of /(w) is easier 
than that of D(x). My results will refer exclusively to /(«); the reason why 


4 Acta Mathematica 
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inspite of this I shall speak much in these introductory § ’s also about D(x) is 
that, by doing so, some curious features in the known results are emphasised. 

It was Puraamin! who first succeeded in proving that if O denotes 
as before the least upper bound of the #’ s, then forevery 0 > 0 


(3,1) A(t) = 2 (29 — ) 
and ERHARD Scumipt! proved in 1903 that 
(3,2) A(x) = Qs (Vx) 


1 : ; : 
which is better than (3,1) in case O = me The corresponding inequality for 


D(x) is much deeper. As ERHARD Scumrpt remarked, if RrmMANN’s assertion 
mentioned at the end of 1 is true, then the famous other conjecture of RIEMANN 
is also true, according to which all the nontrivial zeros of ¢(s) are on the line 


1 : : 
ics tex This fact gave a new turn to the theory but it has been proved in 1914 


by LirrLewoop! that 


(3,3) Daj eis i log log log a]. 

~ (log x 
This shows, of course, that the statement of RiEMANN mentioned at the end 
of 1 is false. 

4. These results have some curious features. They do not furnish any 
explicit x-values for which (3,1), (3,2) or (3,3) is true and, in particular, for 
which RiEMANN’s above mentioned statement is false. The reason for this 
curious phenomenon is principial. The proofs of the assertions (3,1), (3,2 
and (3,3) use a theorem due in its ultimate form to LANDAv.! This states that 
a function defined by a series 


TA gcséns ae ee 
> One ees Ay = Agsete ee Oo 


1 


cs) 
n= 


or an integral 


{e(x) met A 
i 


which is regular on the real axis for s > oy but has a singular point in the 
half-plane o > 09, has the property that the sequence c, resp. the function 
c(w) changes its sign infinitely often. The quoted theorem states this without 
giving any eaplicit information about the location of these sign-changes 


or about the density of these. The question of density was treated by Pony a2 
who showed that 


(4,1) Time 


ae : Pe 
2G. Ponya, Uber das Vorzeicl 5 ] i Si i 

; as , 1en des Restgliedes im Primzahlsa 16 Vf 

richten 1930, pp. 19—27 ; et ee 


al. 
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where W(x) denotes the number of changes of sign in the sequence Y(n) — n 
(n == a). His ingenious proof is based on a general theorem, in principle similar 
to that of Lanpav, requiring more about the function and obtaining at that, 
rate also conclusions of type (4.1) on the density of sign-changes. This involves 
that his results give no explicit location for these sign-changes either. In case 
(3,3) the matter was worsened also by the use of PHRAGMEN-LINDELOF’s prin- 
ciple which in itself causes similar difficulty. 

5. Therefore Lanpav’s theorem and the PHRAGMEN-LINDELOF principle 
caused this indeterminedness. The latter has been completely removed by 
SKEWEs? and IncHam.* This was needed only in that part of LrrrLEwoop’s 
argument which supposed = = i.e., the truth of the hypothesis of RrEMANN; 


hence in this case they could obtain explicit locations for the sign-changes, in 
particular for the smallest value of « for which D(x) > 0. IveHam even pro- 
ved in this case that there is a numerical A such that for all x > 1 there are 
integers n and n’ with 


(5,1) C= n,n = AL 
and 
(5,2) Din} > 0, Din) = 0. 


It follows easily — denoting by V(y) the number of sign-changes in the sequ- 

ence Din) (2= n= y) — that 

(5,3) lim 
yoo logy 


which is stronger than the corresponding inequality (4,1) of POLyA dealing 
; I 
with (x). INeHAM could prove (5,1) and (5,3) even in the case when 0 > Be 


supposing that there is a zero on the line o = 9, but of course his lower estima- 
tion depends then on this hypothetical zero; if the line o = 0 does not con- 
tain a 9, his method fails at the present. The inequality which would. corres- 
pond to (5,1) for /(x) instead of D(x) is nowhere explicitly stated; the other 


é 1 
one corresponding to (5,3) is proved by POLYA® supposing again 0 = mot 


6. Thus we have a rather intricate situation. All difficulties arise obvi- 
ously from the fact that the lower estimation is made dependent upon the 


3S. Skewes, On the difference  (w) — li (x), Jowrnal of Lond. Math. Soc., 8 (1933), 
pp. 277—283. I learn from a letter of Prof. Lrrrnewoop that Mr. Skewxs will publish 
a paper containing a complete solution of the problem of the least sign-change, giving 
without any supposition an explicit numerical upper bound for it. (Letter dated from 
29. Aug. 1949.) . 

4 A. E. Incuam, A note on the distribution of primes, Acta Arith., 1 (1936), pp. 


201—211. 
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configuration of all non-trivial zeros, about which our knowledge is rather 
poor. As Lirrrewoop® wrote ,,Those familiar with the theory of the RizEMANN 
zeta-function in connection with the distribution of primes may remember 
that the interference difficulty arises with the function 
OD 
se a aed ea oe 
paaey 


ao) 


(where the o’s are the complex zeros of £(s)). There exist proofs that if O is 


l war 
the upper bound of the #’s (so that 0 = 5 if R1EMANN hypothesis is true) 


then f(x) is of order at least a? — * in a. But these proofs are curiously indi- 


i 1 
rect: if | © > — and] we are given a particular 9 = 0) for which 8 = ~, > oa 
») . 


they provide no explicit X depending only upon >, 79 and é such that | f(«) | 
> Xo — * for some a in (0, X).”’ In other words, he asks for the 2-estimation 
of D(x) and /(x) to replace LANDAU’s theorem by another estimation depend- 
ing on one single o only, instead of one depending on the ,,smallest* half-plane 
containing all the zeros o. And he adds ,,There is no known way of showing 
go * ‘Yo 
(for any explicit X) that the single term ————— of f is not interfered with 
By + 176 
by the other terms of the series over the range (0, X)**. In what follows I 
shall show in the case of -/(x) such a way which is workable also for many 
similar problems and means a new approach to the problem. This way con- 
sists inthe application of a method which I applied several times for various 
aims in the analysis and analytical theory of numbers.® If co, ¢,, ... denote 
either numerical constants whose values can be given explicitly, or explicitly 
given functions of go, (the latter case will be always stated explicitly), then I 
shall prove the following 


i 
ek : . mt : £ ; 
THEOREM. If 0, = Bo +iry, = , isan arbitrary zero of £(s), then for? 


7’ > Max (Cy, €1(G5)) 
we have 
/ Bo log T log log log T 
max | 4 (a) | = Peek =e : loglogT 


J. E. Lirrnewoop, Mathematical notes (12). An inequality for a sum of cosines. 
é ‘i : . Soe. — 22 
Journ. of Lond. Math. Soc., 12 (1937), pp. 217—222. 


6 yy ¢ ise11adl . ns ‘ e . 

° For a disc ussion of the applications see my lecture at the Meeting of the Czecho- 
slovakian and Polish Mathematical Associations in Prague delivered on 3. Sept. 1949 
entitled “On a new method in the analysis with applications”’. 


7 For ¢ 7e nave r > ce ax . 
_ 7 For ¢o we hays only to choose max (¢5, C12, Cy3- C14); for cy(09) we have only the 
requirements (15.2) and (16.5). > 
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A I : 
@. Hence taking’ e. g. 0, = 5 +? 14,13... we obtain that for 7 >, 


we have without any supposition 
log T log log log T 


(7,1) max |/(x)|>\/T e* logiogT 


l= ¢=T 


8. The main tool in the proof of the theorem will be the following 
Lemma®. If n= N, m= 28 N and the complex numbers iy Pee 
are subjected only to the condition 


(8,1) max the) ls 1, 
y= 1,2, on 
then we have 
1 Ny 
(8,2) max | 244224... oY) = — 
| s a N2 27 
m= y= mstwN = é Mm, 
9. INcHAMm’s theorem (5,1) — (5,2) suggests among others the question: 


how often” can /(x) be large positively and negatively without any hypo- 
thesis? My method can not answer to this question at this moment; it would 
need instead of the above formulated lemma another one giving one-sided 


estimations for A(z{ + 2+...+ 2%). My original lemma admits an 
estimation, analogous to (8,2), also for expressions (b, 27 + ...+ 6, 2%), but 


I have shown by counter-examples! that there is no one-sided theorem in 
such a generality even if we suppose all the coefficients 5; to be positive. But 
information can easily be derived for | _/(v)|. As a matter of fact, since for 
tas 1 


max |4(x)| < 10 Ti, 
3 


1 x=T10 
we obtain for 7’ > c, 


(9,1) pimaxe 3) 4{x) | > 748. 
ris =;x=T 
3. 
No doubt, my argument can be modified to tighten the interval (71, 7), 
even perhaps to an interval (7’ — h(7'), 7’), where h(7’) = o(7'). Such a result 


could be easily deduced from a mean-value theorem for | -/(x) | or -/(@)?; 


but such one exists only in the case when RIEMANN’s hypothesis is true." 


8 See e.g. E. OC. Trrcumarsu, The Zeta-Function of Riemann, Cambr. Tracts in 
Math. and Math. Phys., Ne. 26, p. 45. ae 

9 P, TurAn, On Riemann’s hypothesis, Bull. de l’ Acad. des Sciences de VURSS, 
11 (1947), pp. 197—262. ‘ : 

10 P, TurAn, On a theorem of Littlewood, Journ. of the Lond. Math. Soc., 21 
(1946), pp. 268—275. a 

11 H. Cramér, Ein Mittelwertsatz in der Primzahltheorie, Math. Zettschr., 12 
(1946), pp. 147—153. 
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10. As well known! 
$A _ Ly, 


— ed 
n=1 ms = 


hence from (1,3) 


(10,1) pie (= (8) + a) = F(s). 


= 


Since ¢(s) has a pole of first order at s = 1, it follows easily that F(s) is regu- 
lar for s = 1; thus F(s) is singular only at s = 9 and s = — 2n (n= 1, 2,...), 
where all singularities are poles of first order with residua 1. Let 7’ be so 
large that 


20 3 log T log log log T 
<-—, TOs 44 log? T <e loglogT 
log log FT 2 
70,9 
(10,2) 9 <log*? 7 < logi® T (log lop 75 < C8 ) 48 ae 
log log T (log log 7’)? 


20 logt® 7< 7, log? (1 + log'® 7) <logi® 7; 


all of these are satisfied if 


TGs 
Let K, and Ny be defined by 
(10,3) KReal0 _log T 
log log 7 
1 
(10,4) No = log!*® 7 (log log 7')2. 
From (10,2) we have 
(10,5) Ky = No = Q, 


Then there is an L > 2 for which 
(10,6) (LX <) LKet Nom Tl < [Ket Mtl (< TSX.) ; 
for this L we have 
1 1 
(10,7) (9 <) log 7 = L= log” 7. 
After fixing these, we restrict the quantities U and the integer k at this moment 
only by 
(10,8) bss U = Ieee 


and 


(10,9) Wa) Ky<mk+l<e Kp+ Ny, (<2 Ky). 
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11. First we consider the integral 


l+qy+iU 
l ks 
(11,1) TD) = art = Fs) ds 
2% gkt1 
Lav UF 
where 
(11,2) cea etl l 


14 eie(5.) 
= ar n 
iso yl) ee — | 
(11,3) OE ert Rtterert 
1 1 eh 


If we write the integral in (11,3) in the form 


1+n+i@e eas OP 1+ 710 


il 1 il 
Bans r=: eae c— : , 
DA a) 27% 222 


1-7 —Lo 1+4—i1 © 1+4+1U 


then for the first we have the classical value 


and 
Oat Spo es 


for the second and third we have trivially the upper bound 


oo 


Tye \t a4 ( dt e g Geen cL 
Qa \n J etl on nt1 hUk 2a kn'tt 


Collecting these we obtain from (11,3) 


3 
log* = 
on ae La log ane | 


D> enya} 


r= k! eke, nit ob 1 
L L D [2 27, . 20 
Sig ete 1)? log? Lj << {1 + 2 # log Lt < 3k log 


or using (10,7), (10,9), (10,3) and (10,2) 


1 
<= 3.20 ASE: log! T aoe (log log P)*.2= log*. 7". 
log log T 0? 
Or ; . 
(11,4) | J(P)|=S— S (Alm) — 1) log* > + log? 7. 
k! nt n 


1 


on 
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OU 
lor) 


Since we have 


and for n= 2 


A(n) —1=}> Ar) —n} —1 S40) — (n —-1) 1 = An) — A(n — 0), 


=n y 


bo |r 


= /(1) flog — log + 4(2) [logk® —log*=| + . 
Pettis | 1) Jlog* — log* | L _/([€]) Jlogé : pres 
2 ls] * (8) (s] 
: i 
= — | 4@) 7 flost= | de, 
dx xr 
1 


Hence (11,4) takes the form 


2 fe 


[Wry |= lowe 7 +7) | 42) [log 


or a fortiori 


pias 


o d s 
(11,5) fed (2) le a | A(x) || gloat 


12. To find a lower estimation for | J(7’) |, we shall use first in a usua 
way CAUCHY’s theorem. It is well known! that for m= 2, 3, ... there is a 
Tm With 


(12) m<iTn<m+i 

and 
toy 

(12,2) |= (8)| <q log? Tp, —leso=2. 
1S 


Since the integer L is > 2, according to (10,7) we determine U in the integral 
(11,1) by 


(12,3) U=T, 


and we apply Caucny’s theorem to the function 
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along the parallelogram 1 formed by the segments /,, /,, 1;, 1, where these are 


defined by 


o=1+4, ak Wy oe St Se a AS 
ee k 
bee). = 2[o[t isso 1 ty, 
= — L 
= L, — 2] tlsom ity, 
I 
eee ig —T=1=T, 


respectively. According to what was said in 10 after the formula (10,1) we 
have 


k 
1 = : co ple Oe 
axe ( -Fea= 5 = = (EF F(s)) ee 
OF Mi pitt OO rel iinet (2-1) 
or 
k 
- rae | lees c—on 
eS Era) aie Ss = | 
(12,4) Ivi<tz oftT| Rt Po aiepae te 20) 
1 
Be | S\-z|J [ft = Fel 1Is |= [Fal lds] —|4eh 
a We oo upper estimations for |J,|, |J3|,..., |J,| . All these 
are routine work. For J, we have simply 
(13,1) \J, |< fF = LPO MS 1 
To estimate J, we first remark that 
oF 
I,-_ > | log” § F (0), 
kl yoy, z 
(13,2) | J = ~ or TT ea: tFe—™(0)| é 
Bet Sy rl (k=O) | 
3 
Using the known fact’ that ¢(s) does not vanish in the circle | s| = 3 it 
F 3 
follows from 10 that F(s) is regular in the circle | s|= = and here 


(13,2) | F(s) |= ¢. 


Hence Caucuy’s coefficient-estimation gives 


Q\k-¥ 
| F&—*) (0) | = c, (& — v)! | . 
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Putting this into (13,2) we obtain 


Dee) sacar ae 
Jaleeearle] So [5 low &} 
3 y=0 V. la ] 


using (10,9) and (10,6) we have 


log & = log (Z**1) = log (L5+*%>) = log T. 


Hence 
DE ee Lis ‘if 
(13,4) Fels ea y= |; et 
eg eater) A I | 
But the sequence 
1 {3 is 
—|-— log T y = 0, 1, 
yl (2 


increases for vy = — log 7; this means that — owing to (10,9) — the terms of 
5) 


the sum in (13,4) are certainly increasing if 


9 
20 eT 22K lee 
log log T 2 


which is true according to (10,2). Hence from (10,9) 


MW OB Aa Puy 
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2\k 1 [3 \k 
l= el (k Pare log 1| Acs 


€ 
e 


lop an loge, AB \k 2a 
ad ae ie < 20c, log T aee < 20c, log T fe ae = 
log log T = &k! k ‘o 
log T 
‘ 20 ———— log T log log log T 
(13,5) = 20he loge) [ log log r| ee toe jog log T 
5 
using also (10,2). Hence from (12,4), (13,1) and (13,5) we have 
Re : 41 08 7 log log log T 
(13,6) | J(T)| > J,|—l—cae log log T — |J4|— |J5|— |Je]- 


14. For the estimation of | J, |, 
ine qualities® 


(14,1) 


Js 


and | J, | we need the well-known 


uy 


~~ (s) 


> 


= cg log |s |=c, |s | 


valid for the half-plane o = — 1 removing from it the circles 


il 
ais (9 = 2 Sd), 
and 
(14,2) | &(s) | Seg $1 + (|t| + 2)-*} log (Jt | + 2), 
(14,3) | (8) | = ey (Lt | + 2) + (1é| + 2)!-* log (|t| + 2)} 
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oe 


valid uniformly for |s — 1|= 1. Hence from (14,1) and (14,3) 


= > '9 
eet =a Ls ~ ! | : 
+1) a ) 


ee Sai eat “log (t+ 2) 
<7" 22 2eq| ,+2e5{ TES eee A 
Ji+é (2 + 1)2 t+2 
0 


0 
k+1 


p= (k +1)? 
<4() z ee, -es() 4 3)'a 4p 4 je, + 4c, +c, logivT | 
But 
(ea 1) KG : 
4 a ene = Be Ny 
ee.) 


20 logid 1 
ft 
owing to (10,6) and (10,2). To estimate |J,| and | J; | it is obviously suffi- 
cient to consider | J, | only. For that part of 7, on which o = — 1 we have 

again 
(14,5) | F(s) |=cyg|s|+ cg} |t|]+2+(|¢|+ 2) log (|¢|+ 2)}; 


for the remaining part of /, we have, using (12,2) and (14,3), 


4 et 
(14,4) I ele, (Cg + 49 + Cy log?® T) < (eg + C9) < (Cg + Cg) 


| F(s) |= cy log? Tr + co} |¢| +2+(|t| + 2)* log (|#]/4+ 2)' < 
<¢,|s|+c)} |@|+2+(|¢|+ 2)'*® log (|¢!+ 2)$ 


i. e., again the estimation (14,5) but with c, instead of cz. Replacing both c, 
and c, by (cg + cg) we have on the whole segment /, 


(14,6) | F(s) | = (ee + ee) [5 | + co! [£/ + 2+ (lt) + 2)!-* log (|#!+2)1 


Hence 
1+ 
eo | Ce + Ce L+2+(L+4+ 2)-° log (£ + 2) 
nl< fe cs Lh aie 
1+4 a 
Ce tg retayitn 1 29 (petit (LZ -- 2) log (2+ || Sil ae 
sar (i712) ir ae ) + Cg wo Les 
lin aa 
2 2 0 ¢ vo 
€ (Cg + Cg + 2¢y) L 4 am “ee BE [a do <3 (¢g + ¢g + 2 ¢q) log?® T+ 


apts log Le Pea 5 (etc ee logit T4120 < 
We log L 
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> os I 
ee ep) < 3 (cg + cg + 6c,) log?® 7’. 
Collecting (13,6), (14,4) and (14,7), we have owing to (10,2) 


log T log log log T = 
log log T 6 (C¢% -- Cg ! 6 Cg) log? = 


JUD) ee ee Tero 


log T log log log T 


= \(¢g + ¢)) >| J, | — 7 (Cg 4t, tg 4 Beye) eon a ee 
4 log T log log log T 
= |J,| — cy log log T 
Putting this into (11,5) we have 
1 108 T log log log T gee | d £ 
J, | = Cyp € log log T + log? 7 + ah | A(x) | — logk > |dx< 
k! dx v 
(14,8) Bs 
41 108 7 log log log T ih je 1 a 
< (Cy + le log log T ed A(x) | | — logt= | dz 
k! dx x 


1 
15. To obtain finally a lower estimation of | J, | by a suitable choice 


of k we write it first in the form 


¢Bo = k+1 T(k +1) : k+1 
Jiao eae E Seas Sie [2sea 
00 |" yl<t2 0 | eol*** |ly[<tz e 
Lo k+1 = O 1 
(15,1) =a ‘> [oa 
20] lv¥|<Tx Q 


Let 7’ be so large that 

a 
(15,2) loge) 7 | Dal: 
Then we have a fortiori from (10,7) 


Loo = (loge qT): > |0o| ; 


i. e., from (10,6), (10,3) and (10,7) 
rBo\k +1 KytNot1 
| = zn ot Not ) Bo (No+1) = 


Jeo| | 2o| | 0 |Ko 
To 1 TPo ; v , 
o log T ah = = e— 50g! OT (log log T)* , 
2 log!® T (log log T)* |Qo| YioeloeT 


10 
| Go| log log T (logié T) 


Thus from (15,1) 


To mes", : : i k+1 
(15,3) | Fa) > agp eT toe teTY |S [u we 
lv] < Tr 0 


| 0o| log log T 
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16. We denote the remaining sum by Z. We shall use now our lemma 
formulated in 8. Since L and 7’; are defined as functions of 7’ only, the number 


Oo 
Fo—0, Go 


of the terms and also the terms 


| themselves are independent of &; 
Oo 
‘ 


they will play the role of z,’s of the lemma. Since from (15,2) and (10,7) we 
have 


ee Se logie I hae logit Le NO, 
2 = @» Occurs in Z, i. e., the condition 
Tex he. ps I 

is certainly fulfilled. We choose ; 
(16,1) == Kas 
The n of the lemma is obviously the number N(7',) of the zeros of C(s) in 

0 =o = 1, [¢]=T,; 
owing to L < T; < L + 1 we may choose for the NV of the lemma any upper 
bound for N(£Z + 1) of the zeros in 

02 o—<= I, [¢|=L+41. 
RIEMANN-MANGOLDT’s theorem gives in the weak form! 


N(L + l)-< ¢,, £ log L; 
hence from (10,7) 
C 


Ni +1) <3 logi® T log log 7, 


i. e., we may choose 
(16,2) Nie Te logit T log log T. 
Further we have 


i ee = 23 C11 log Tog log 71 = 23 N 


log log 7 10 


if ; 

100 log? 7’ > 28 ¢,, (log log 7)? 
which is true for 7’ > c,5. Hence our lemma is applicable to Z; the only ques- 
tion which remains is whether the value so obtained for (& + 1) fulfils the 
restriction (10,9) or not. Denoting the value of (k + 1) given by lemma by 
(k* + 1), we have for T > cj; 


Aye = h* ol =m + N = Koos log T log log T < 


(16,3) < Ko log?® T (log log T)? = Ky => Ng 
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2 


i. e., (10,9) is indeed satisfied by choosing k = k*. Hence for T’ > cy, 


aM: 
1 tog! T Jog log T 


Ci 
$i aoe 
Z 100 1 €,7> log?* T (log log 7")7}* oe 
ies 2 2 {102 ¢27 log T 
C11 log> T (log log 7’) 
sal 
> ea 1 log} OEE (log log T)? 
or from (15,3) 
a 1 
To L) Jogl 9 3 
eae Seal Ot 5 or g ¥ i (log log T) 
| J, | BA sa logiog T © (¢ s) 
| 09 | log T 
and from (14,8) 
g a 1 
1 ; d «§ To —(c1s + :) logl© T (log log T)* a 
ie al | 4(x)| i log* dz > eeieT* 
i. <i pisee age Coenen 
; ond be benet 
(16,4) — (Cy) + l)e log log T 
If ¢yg(99) is determined so that for 7) > c4¢(09) 
— 1 
log T log log log T 1 gE = + 1) jog1° T (log log T)® 
(16,5) (Cy + le at Soe Meet I ig Ta 3 Sea anne t , 
a | 0o| log log T 
then we obtain for all such large 7'-values 
$ 1 
ik oy ( .é l Te aty aye Seay: : 
— | 4 (a) | | — log** > | dx >-  ¢7 (Cet) logt © T (log log 7) 4 
(k*)! ye) Kel 2 19 08 F_ 
; 5 re i | 0 | log log T 


1 
(16,6) 


17. To complete the proof of our theorem we have only to find an upper 
estimation for the integral on the left side. Introducing the notation 


max | 4(x) |= M, 
LSS 3 SS 7, 


first we have from (16,3) and (10,6) 


§= [PUN = [Kt = 7, 
max | 4(x) |= WM, 
1=SxSet 

16, 
ig : Mord 
= —— A(x —— log Seda ae me — jlog** >| d 
ae ze) ee x Fe) da on | ay. 
i 

IV k* 

M log* T <M enloge! 

(i)! is 
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But 
le 2 ae a1 Joe log 2 
ted. 1K 3B lor T 
Mt <2 Ky = 20- “ = 
F og lo 
i. e., ee 3 
e 120 et log T log log log T 
2 PAD) og T log log lo 
Bea | logos 1) FRET of gt 
5 
or from (16,6) and (10,2) 
1 To ae ye Fs log T log log log T 
M Ste = i (Crs { 5) logl® T (log log T) 40 pie T + 
= lo | log log T 
3 log T log log log T 
ee ee er 
log TF 
lo | log log T 
with 
Cz = C1, + 41. Q. e. d. 
(Received 31 March 1950) 
OB OCTATOYWHOM YWAEHE POPMYABI WPOCTHIX UWACE.1, I 
IABEA TYPAH (byxanemr) 
(Pesi0me) 
Ilyets A (n) — xopomo ussecrupit cumpox Ampumis, y (w)= Y.1(n) uw Aw) = 


WiSex 

= w(x) —wx. Pparmen, 9, Lluiyr, Jlanzay, Jurrapsy,, Wnrom uw xApyrue aprops 3anuMartuch 
oleHkamn 4 (x) HM nO_OOHHX OTHOMeHH THOR 22 u 2+. Usnecrnpe 10 Cux nop pesyzpratol 
OTIMIAWTCA OOMMM CROMCTBOM 3aBMCHMOCTH OT KONPHrypanuH BCeX HeTPUBMAAbHHIX KOpPHeH 
byHkuun C(s) HM HosTOMy, a Tame HM BCEACTBUE CBOMX MeTOAOB, OHM He LAWL AGHOLL OEHOR. 
Aga ycrpanenma oTux sarpyquenun, Jurrabpyh upeslaraer sadarb BONpOC BOSMOMHO-IM LaATb 
onenky 2 114 4(£), 3aBUCAMErO TMU OT OLHOLO (MPOHSBOABHOTO) HETPHBUAIHOLO KOpHA (PyHKIMH 
c(s). B nacroameiit crarbe, aprop Jaer pesyabTaT Takoro Tua, KAK HOBOE UpHMeHeHHe CBOeLO 
MeTOLa, UZIOHEHHOLO Ha C’e3fe YXO-CAOBANKOLO HM NOALCKOTO MaTeMaTHYeCcKUX OOmecTR B IIpare 
B 1949 ry. Saech AOKazana CAeLyMad Teopema : 

Ecan 09 = 6o +770 — MpOsBOIBHH HeTpUBHATbUD KOpeHb £(s), TO MOKHO JaTb 
AGKO BE THCIOBME NOCTOAHHHE Cy HW Cy, Latee Cy = Cy (Qo), Tak uro Maa T’ > max (Co, Ce (Yp)) 


MB HMeeM 
10log T ei log T log log log Z 


mex (4 (x) ) Ss TPO | v9 | loglogT e log log T : 
WS IE 


CONTRIBUTIONS 
TO THE REDUCTION THEORY OF THE DECISION PROBLEM 


First paper 
Prefix (x1) (ws) (Bay). ..(Ex,_4) (v,),a single binary predicate 


By 
LASZLO KALMAR (Szeged), corresponding member of the Academy 


1. In the re ducticn theory of the decision problem of the first order 
predicate calculus. the intention is to find as simple cases of this problem 
as possible, which are equivalent to the decision problem itself. On the one 
hand, the number of arguments of the predicate variables contained in the 
formula to be examined has been reduced; indeed, LOwENHEIM! has proved 
that the special case of the decision problem dealing with binary? formulae 
is equivalent to the general problem. In addition, I have reduced the number 
of the predicate variables appearing in the formula to one.? On the other hand, 
it has been attempted to reduce the decision problem to the case if the formula 
to be examined as to being satisfiable has a special type of prefix, as simple 


1. Lowennerm, Uber Moglichkeiten im Relativkalkiil, Mathematische Annalen, 
76 (1915), pp. 447—470, especially theorem 6, pp. 463—470. 


* A further reduction, viz. the reduction to the case of unary formulae, is impos- 
sible, for this case of the decision problem has been solved by LéwenuHeEtm (loc. ecit., 
especially theorem 4, pp. 459—462) by an algorithm which is readily to be recognized 
as a recursive one (in the sense of ALonzo CuurcH, An unsolvable problem of elementary 
number theory, American Journal of Mathematics, 58 (1936), pp. 345—363 and 
S. C. Kurene, General recursive functions of natural numbers, Mathematische Annalen, 
112 (1936), pp. 727—742), while the decision problem itself has been proved to be unsolv- 
able by any such algorithm by Atonzo Cuurcn, A note on the Entscheidungsproblem, 
The Journal of Symbolic Logic, 1 (1936), pp. 40—41 and 101—102. 


§ LAszi6 Kaumdr, Zuriickfithrung des Entscheidungsproblems auf den Fall von 
Formeln mit einer einzigen, binairen, Funktionsvariablen, Compositio Mathematica, 
4 (1936), pp. 137—144; see also Zum Entscheidungsproblem der mathematischen Logik, 
Verhandlungen des internationalen Mathematikerkongresses Ziirich 1932, vol. 2, pp. 337— 
338. Previously, Hersranp has reduced the same number to three; see JAcguEsS HxEr- 
BRAND, Sur le probléme fondamental de la logique mathématique, Sprawozdania z 
posiedzen Towarsystwa Naukowego Warszawskiego, wydziat III, 24 (1931), pp. 12—56, 
especially pp. 39—41. 
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as possible. However, the simplicity of a prefix can be judged from different 
points of view. The Skolem prefix® 


(3)... (Gm) (Homey)... (a,) 
is the simplest one as to the number of alternations of universal and existential 
quantifiers.° As to its subcases, the Godel prefix? 


(1) (3°) (2») (2s) (Har)... (Hern) 
contains a minimal number of universal quantifiers, while the Pepis prefix? 
{2) (1)... (%n_1) (Bap) 


_ keeps the number of existential quantifiers as small as possible. The “‘non- 
Skolemian”’ Pepis prefix!” 


(3) aye i Gey (es) (ee) 


has the advantage over (2) of reducing the order of the existential quantifier 


* In the first line, see the papers quoted in the footnotes 5 % 8% (papers of Prpts), 
9, 10 and 12, 

° See Tu. Sxonrem, Logisch-kombinatorische Untersuchungen iiber die Erfiill- 
barkeit oder Beweisbarkeit mathematischer Satze nebst einem Theorem iiber dichte 
Mengen, Videnskapsselkapets Skrifter, Kristiania, mat.-naturv. klasse, 1920, no. 4, pp. 
1— 36, especially pp. 4—6. 

§ Indeed; for the case of a prefix without alternation of universal and existential 


quantifiers at all, (i. e. of the form (x1)... (xp) or (Ex,)...(Hx,)) the satisfiability 
problem has been solved by Brrnays and ScHONFINKEL by a recursive algorithm; the 
same holds for the other case of a prefix with a single alternation, viz. of the form 
(Hay)... (Ham) (@m+1)--.- (%n). See P. Bernays and M.ScH6nrinxket, Zum Entschei- 
dungsproblem der mathematischen Logik, Mathematische Annalen, 99 (1928), pp. 342— 
372, especially pp. 359—360. 

7 See K. G6pren, Zum Entscheidungsproblem des logischen Funktionenkalkiils, 
Monatshefte fiir Mathematik und Physik, 40 (1933), pp. 433—443. 

8 Indeed, for the case of a Skolem prefix with two universal quantifiers, the decision 
- problem has been solved by a recursive algorithm independently by GépEL, KaumMAr and 
Scutrre; see K. Gépun, Hin Spezialfall des Entscheidungsproblems der theoretischen 
Logik, Ergebnisse eines mathematischen Kolloquiums, 2 (1932), pp.27 —28; LAszi6 KatmAr, 
Uber die Erfiillbarkeit derjenigen Zahlausdriicke, welche in der Normalform zwei benach- 
barte Allzeichen enthalten, Mathematische Annalen, 108 (1933), pp. 466—484; Kur 
Scuirre, Untersuchungen zum Entscheidungsproblem der mathematischen Logik, 2b7d., 
109 (1934), pp. 572—603 and Uber die Erfiillbarkeit emer Klasse von logischen Formeln, 
ibid., 110 (1935), pp. 161—194. If we do not insist on the Skolem form, and if we allow 
the fixed predicate 2 = y besides predicate variables, a further reduction of the number 
of universal quantifiers, viz, to two, is possible; see Jozer Prris, Beitrage zur Reduktions- 
theorie des logischen Entscheidungsproblems, Acta Scientiarum , Mathematicarum, 
8 (1936—37), pp. 7—41, especially theorems 38 and 39, pp. 37—41; and Untersuchungen 
iiber das Entscheidungsproblem des mathematischen Logik, Fundamenta Mathematicae, 
30 (1938), pp. 257—348, especially theorem 33, p. 319. A still further reduction is impos- 
sible, owing to a recursive solution of the satisfiability problem of formulae containing 
a single universal quantifier; see WILHELM ACKERMANN, Uber die Erfullbarkeit gewis- 


ser Zahlausdriicke, Mathematische Annalen, 100 (1928), pp. 638 — 649. 
9 See Jézer Pepis, Hin Verfahren der mathematischen Logik, The Journal of 


Symbolic Log'c, 3 (1938), pp. 61—76 and Untersuchungen etc. (loc. cit.), theorems 36 
and 39, pp. 339— 340. 

| 10 See Jézer Perris, Ein Verfahren etc. (loc. cit.) and Untersuchungen ete. (loc. 
- cit.), theorems 37 and 40, pp. 339— 340. 
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from n — 1 to 2: here, the order of an existential quantifier is defined as the 


ay 


number of universal quantifiers preceding it.1' The Ackermann prefix!” 
(4) (H'x,) (a_) (Bax) (x4). - - (%n) 


is — though containing one more existential quantifier — still more advan- 
tageous in this respect. the order of the quantifiers being zero and one, res- 
pectively. 

As to the simullanecus 1cducticn cf the decisicn problem in both direc- 
tions, it has been proved in thice pieceding papers’ that the decision problem 
is equivalent to those of its special cases in which the formula to be examined 
as to being satisfiable, besides containing no predicate variable but a single 
binary one, has a prefix of the form (4), iesp. (1), resp. (2) or (3). 

New, the question arises as to whether the same is true for the prefixes 


(5) (3) (2%) (Hag) .. . (Hap) (2n) 
and 
(6) (ay) (Hay)... (Fang) (nt) (an), 


similar to (1) Lut, though ncn-Skolemian, wcre advantageous as to the order 
of the existential quantifiers. In this paper, | shall answer this question as to 
the prefix (5) by proving the 


THEOREM. 7'o any given formula of the first order predicate calculus tt is 
possible to construct another, containing no other predicate variable but a single 
binary one, having a prefix of the form (5), and equivalent. in respect of being 
or being not satisfiable, to the given formula. 


As to the prefix (6), Is hall return to the question in a subsequent paper.!* 

2. To prove our theorem, first, we construct to any given first order 
formula A arcther, sa) B, which, besides having a prefix of the form (5) 
and a matrix ccntaining a single, binary, predicate variable, can be satisfied 
if A can; then, we prove that conversely, if B can be satisfied, the same holds 
or A too, 


‘' By an existential quantifier the existence of an individual depending on the 
individual variables bound by universal quantifiers preceding it is formalized; i. e. that 
of a descriptive function over the set of individuals, the number of the arguments of 
which equals the order of the existential quantifier in question. 


_ 1 See Wituetm Ackermann, Beitriige zum Entscheidungsproblem der mathe- 
matischen Logik, Mathematische Annalcn, 112 (1936), pp. 419—432. 


8 LAszi6 Karmdr, Cn the icducticn of tke decisicn picblam, first paper, Acker 
mann prefix, a single binary predicate, The Jow nal of Symbolic Logic, 4 (1939), pp. 1—9 
LAszi6 Katmir and JANnos SurAnyt, On the reduction ete., second paper, Gédel prefix, 
a single binary predicate, ibid., 12 (1947), pp. 65—73; third paper, Pepis prefix, a single 
binary predicate, iLid., 15 (i 59) pp. 161— 173. I shall quote the first and the second one 
of these papers as “Reduction I” and “Reduction TI.” 


“4 We observe that neither the theorem of the present paper is an immediate 


consequence of that of Reduction I, nor conversely; and the analogous theorem concern- 


ing the prefix (6) is, in the same sense, independent of the theorem of the present paper 
as well as of that of Reducticn TT. 


CONTRIBUTIONS TO THE DECISION PROBLEM, 1f 67 


By the theorem of Reduction IT, we may suppose, A has the prefix (1) 
and a matrix 


(7) M= M(F; 2, 


containing the binary predicate variable F but no other; thus, M is a truth- 
function of the ? arguments EE erty an Pe Ly cane, "Ns 

Suppose A can be satisfied on a set J by a binary predicate ® defined 
over I; i.e., for some descriptive funtions £,(a,, 29, Ua) eon (Cae ay en) 
defined over J, we have 


(8) M (Pe Bathe, Ls. Sa Cia eC) Pepe eee (%1, %, X3)) 


for arbitrary 7, #5, x3 € J. The formula B has to give an alternative formali- 
zation of the same fact. In order to replace the three initial universal quantifiers 
by two, we adjoin to J the ordered pairs of elements of J; thus, ‘‘for arbitrary 
%4,%9,%,€ 1” we can express as “for arbitrary e¢ J? and ye J,” J? denoting 
the set of ordered pairs formed of elements of /, « standing for the pair (a,, x5) 
and y for #3. In order to assure adequacy of this new expression to the old 
one, B has to formalize also, for any «, ye J, the existence of a pe J? with 
x as first and y as second component. The predicates ‘xe¢ J,” ‘ae I?,” 
“xv is the first component of p,” “wv is the second component-of p’’ are to be 
expressed, beside ““®(a, y),’° by means of the single predicate WU satisfying B. 
For this purpose we adjoin, besides the elements of J?, the predicate ® to J, 
and, on the new domain of individuals!® J = 7 + /* + }®} resulting thus, 
we define the binary predicate W so that 

(i) W (vw, ®) holds if and only if we J; 

(ii) B(®, p) holds if and only if p= (a, y)el? (w, yel) and P(x, y) holds; 

(iii) for xe T, pe l*, W(x, p) holds if and only if wx is the first compo- 
nent of p, 

(iv) for «el, pel?, B(p, x) holds if and only if «a is the second 
component of p, 
finally, in order to distinguish between the cases!® « = ® and ve I”, 

(v) W (a, 2) holds always excepting for a =- @, 
so that!” 


(vi) UW (a, 2) W(x, @) holds if and only if a € J. 


15 We suppose tacitly that J and J* have no element in common; i. e., no element 
of J is of the form (a, y) with x, y ¢ I. We can secure this by replacing J, if necessary, by an 
appropriate set of the same cardinal number. Of course, ® does not belong to J or I’. 


16 By (i), we have #(a, ©) in both cases. — Of course, instead of the predicate 
W defined above we could use another predicate ¥ (a, y) for which W(x, x) holds if and only 


ifa = ® (and, ¥ (a, ) holds if and only if w € Z); this predicate would be more analogous 
to those chosen in Reduction I and Reduction II. However, in our case the definition 


adopted here seems more natural. 
17 For simplicity, we omit the conjunction sign, or we replace it by a dot. 
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We see at once that conditions (i)—(vi) are consistent’* and they define 
the predicate W(x, y) over J except for a, ye I, #2~y, and for a yee 
a % y. Defining W(x, y) in these cases to be true,!? say, we can tabulate the 
definition of W as follows 


y= @ | yel | y=(yy, yel 
Z fon. a4 4 2, BP 2S 
| 


ees 60) false false | DP (Y1, Yo) 


vel true | true | Erg 


i (2, Xp) = de: false | Le=Y 


true 


Now, we could formalize the existence of a pair having given com- 
ponents as follows*° 


(9) (a) (y) (Ep) (W (a, ®) B (y, ®) > W (p, p) P (p, B) H (x, p) W (p, y)). 


However, similarly as in Reduction II, we have to ensure that the predi- 
cate W(P. ») in (ii) depends on x and y only. In our case this can be done 
much simpler than in Reduction I1,”1 for we have an universal quantifier at 
disposal which can be placed after the existential one;?* thus, we can extend 
(9) to 


(10) (x) (y) (Bp) (2) 1H (a, ®) B (y, ®) > B (p, p) W (p, ®) WH (x, p)- 
UW (p, y) [WU (z, 2) W (z, @) W (a, z) W (z, y) > (W(D, 2) ~w (PD, p 
3: Now, let. v= (a,,a3)el" (%,,e,62) and yel. Let x)= yang 
Ty = Su (%1, Lg, %s) for w= 4,..., n, 
Puy = (%y, %) for u,v» =1,..., n. 
Then we have, by (i), 


(11) UY (a O) for gene ae 


* Indeed, (vi) is a consequence of (i) and (v) (see footnote *); and (i)—(v) deter- 
mine the truth-value of ¥ at different places except ¥(®,®), which is determined to 
be false by each of (i), (ii) or (v). 

1 W(x, y) has to be true, on account of (v), for a = ye I as well as for 2 = Op aks 
We have chosen ¥ (x, y) to be true for a, yel, rey and for x,ye I, ay y merely to 
pain oe the ane table. For a similar reason, in (ii), we have defined ¥ (@, x) to be 

alse for we I. 


°° Here and in the following formulae (up to the end of 5), J has to be taken as the 
range of the quantifiers. 


*t In Reduction IT, we had to introduce two representatives of each pair to 
the same effect. 


22 Here, the situation is analogous to that in my paper: LAszté KatmAr, Zur 
Reduktion des Entscheidungsproblems, Norsk Matematisk Tidsskrift, 19 (1937), pp- 
121—130, especially pp. 127—129. 
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by (vi), 

(12) OD ys Puy) © (Py, ) for aires 1).., n: 

by (iii) and (iv), 

(13) Uy, ps,) 2 (p,5,y) for y=1,..., 

and 

(14) B(x, , Page Digi hy it0Y eee 4, oe, 7 and iia 1) hearer: 
further, for arbitrary z¢J, by (i), (iii) and (iv), 

(15) WU (z, D) W (z, x) > W (z, sy Te (pe) fot yee on 
-and 

(16) YW (z,D) WU (x, z) > W (z Del GPE Dene) m tOl me viable. 
-Minally, denoting by M*=M*(G; wu, p11, Piz -- Pan) the matrix 


which results from (7) by replacing F(x, x,) throughout by G@ (u, p 
aft, ¥ = 1,..., n, we have by (8) and (it), 


(17) PE De Piet a, Pan) 
Summarizing our results, we have” by (vi), (i), (11), (12), (13), (14), 
(15), (16) and (17), 


(18) (x) (y) (Hag)... (Btn) Bp yy) (Ep). - - (EPnn) (2) 1B (x, @). 


D(a, BD) (y, @) > LEY (eu 4) LE OF Puy Pur) 8 (Puy ®))- 


uy=l 


eli its (2, D) H(z, x) > B (z, p,,) # (pyr, 2) (H(z, ®) W (x, 2) > 


) for 


up 


> B (2, po,) © (yo, 2) L(y, Day) LY (Drs ¥) - 
; I (w (© Puy) Yi (Pyar ay M* (WY; ®, 911, Pi +--+» Pn ay - 


_4. Now, we have to express the existence of an element ®@ of J with 
the properties (10) and (18). To this effect, the most natural way would be 
to form the conjunction of (10) and (18), to replace ® throughout by an 
individual variable u and to place the quantifier (Zu) at the beginning of the 
formula resulting thus. This way would lead, choosing an appropriate prenex 
form for the conjunction of (10) and (18), to the prefix 
(Bu) (x) (y) (Ep) (Bax,).. - (Ban) (pir) (EPi2) - - - (Epan) (2). 
not of the form (5). However, we can avoid this inconvenience similarly as 
in Reduction II, viz. by weakening (10) and (18) to the proposition that 
for any x, yeJ, there is a weJ having the same property as ® in (10) 
and (18), further, securing independence of this u from x and y by pestul- 
ating that it has, in addition, the property W(u, w) characterizing @, and, 


# For simplicity, we abbreviate conjunctions of analogous terms with a J/-sign. 
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that any twe elements-a and y of J having this-property can be replaced. 
each by the other, in either argument of “, no matter what stands in the 
other argument, thus, they can be replaced, each by the other, in any formula 
containing no predicate but #. The last postulate can be formalized as 
follows: 


(19) (x) (y) (2) FH (w, &) By, y) > (W (v2) ~ B (yd) ( (2.2) ~B (zy) 


and the stated modifications on the conjunction of (10) and (18) lead to*# 


(20) («) (y) (Bu) (Hp) (Bary)... (Hat) (Bpy) (Epa) -- » (Ean) (2) {LH @, = 
- Wy, u) > W (p, p) W (p, u) © (a, p) Y (p, y) ‘| 
 [W (2, 2) H(z, 0) Bw, 2) By) > (W(u,2) ~W (uw, p))]] - 


n 


: [ wi (x, x) W (a, w) W(y, uw) > TL (X%y, ¥) . IT (w (Diy> Pus) y (Duy) ° 


u=4 


n 7 
TT [(@ @ w & (ze) > H(z, r,,) ¥ (p12) - 


- (W (2, w) UW (a, z) > UW (z, De,) Y (Dye, 2) Y (y, Ds,) Y (a3, y) - 
er) . ‘i Fig ness 
1 (Sus Puy) Y (Dy us x,))) M* (W344, Pras >> = Pn) | W (nu, uy. 
5. Forming the conjunction of (19) and (20), carrying it to a prenex 
form and changing 4 throughout into a predicate variable G, we get the 


required formula®® B, viz. 


(x) (y) (Hu) (Ep) (Hay)... (Ban) (Hpyy) (Epi) «~~ (EPan) (2) 


¥ (a,x) - 


-Giy.y) > (4 (x.2) ~@(y.2) (G(e2) ~E (zy) | - 


; [a (vw, u) G(y,u) > G(p,p) G(p, wu) G (x, p) A (py) * 
- (@ (z,2) G(z, 0) A (a, z) Az, y)> (G (u,z) ~ G(u, p))) | : 


n 


ie (a, x) G (x, w) G (y,u) —> Il G (x,, W) Tl (G (Pu Pe MEATS 


uw=4 vy, = 1 


r G (Puy: u)) tl L(G (z, ") G (z, 9) G (z, Piy) G (Py z)) ‘ 


vel 


__ * Formally, we can deduce (20) from (10), (18) and ¥ (@, ‘) by omitting the quan- 
tifiers (x) (y) (on account of the rule “(«) # (#) implies F (x)”), by forming the conjunc- 
tion, by changing ® into an individual variable w bound by an existential quantifier (Hu) 
(on account of the rule “#' (®) implies (Hu) F (u)’’) and by placing the quantifiers (a) (y) 
at the beginning of the formula (on account of the rule “F (x) implies («) F (a)’’). 

_ » By a slight modification of the above argument, we could spare two 
existential quantifiers, viz. by omitting the quantifiers, (Zp) and (Zp,.) and replacing 


p by. Pas ae Pi by in the matrix. However, these modifications would complicate 
our formulae, 
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5 (G (2; “) G ee 2) Ta e: (2, Poy) G (ee: z)) Gy, Psy) G (Py 3) y) ¥ 
7 ER (G (Tyr Puy) F (Pyar zh DS(GE Wa Daye Dy oyss a5 Dna) | G (u, w){ : 


We see at once, B has a prefix of the form (5) and can be satisfied, by what 
precedes, if A can. 


6. To prove the converse of the last property of B, suppose, B can be 
satisfied on a (non empty) set J’ by a predicate WY to be substituted for @. 
Then, (19) and (20) hold, J’ being taken as range of the quantifiers. By (20), 
there are descriptive functions u=g@ (x, y), p=2(x, y), % = & (% y) 


eS" See 2), Puy = Tu,(% y) (u,v =1,..., n) defined over J’ such that 
for any w, ye J’ for which (2, p (x, y)) oad ip é, p (a, y)) hold, we have 
(9) Wi (a (x,y), = (9) PCa (a yo (Hy): 

(9’”") Wi (x, x (x, y)) W (a (a, y), 9); 


further, for any ze J’ for which W (z, z)W (z, p (x, y)) WU (a, 2) W (2, y) holds, 
we have 

(10') W (¢ (x, y),2) ~¥ (y (wy), 2 (ey); 

moreover, for any x, y¢éJ’ for which W (x, x) # W (a, p (x, y)) and (y. (p (x, y)) 
hold, we have 


Fri) vs (E,(z, y), p(x, y)) foru=4,...,n 

2) es (x Ayy (L,Y), Tay (LY) )) P (a Ay (2, Yy), p (x, apy) MLOV eee 1s tet, 

(13') yp (y, =. (Ly) )) wy (x, ( (x,y), y) fory=1, n, 

(14’) WKS, a Y), Ty (tY)) WF (ayy (a, y)» Sul, ) 
forw=45..,nandy—1,..., n, 

(17') MED (a, y), 214 (2. ¥), 7a (% Y) <> vy a u)), 

and, for any zed’, 

(15’) ws (2, —p (x, y)) W (2,0) > W (zm, (wy) ¥ (a1 (wy), 2) 

and 


(16’) 10 (z, 7 (x, y)) We (2, z) ob (z, Toy (x, y)) th (79 (x, y), z) for v=1,.. “2; 
finally, we have for any x, ye J’ whatever, 
(21) P(g (wy). & (@Y)) - 
7. Let a be anv fixed element of J’ and let ~ = p(a, a). Then, we get 
from (21) 7 
PP, Pf); 
hence, considering (21), we obtain from (19) for arbitrary x, y, z€ J ; 


Wi (¢ (x.y), 2) ~ B (¢,2) 
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J 
Ww 


and 
Wi (zp (wy) ~B (9); 
therefore, we may replace ¢ (a,y) by ¢ in (9’), (10), (11'), (12’), (17'), (15'), 
(16’) as well as in the conditions (a, (x, y)), Wly, ¢ (@ y) )), Wz, ¢(2, y)) 
and W(x, @ (a, y)). We shall quote the formulae mere thus as (9’’), (10), 
(117), (12); (17), (Brande (16 9; 


8. We define J’ as the subset of J’ defined by the condition W (x, ). 
On account of (11'’), we see that J’ is not empty. We shall prove that A can 
be satisfied on I’. 
Let #1, %, a3 be arbitrary elements of J’. Let 
Cie Waste) 
CD aie 
ty = bu (ary) Su (w (1, %),%5) for u = 4,..., n, 
and 
Puy = Zpy (€,Y) = Tuy (x(%1,%_),%3) foru,y=1,..., n. 
By (9), we have (taking a, for 2 and a, for y) 
YW (x, x) W (a, 1), 
further, on account of ye I’, 
wy, ¢): 
so that the conditions of (11’’), (12’’), (13’), (14’), (17), (15) and (16") 
are fulfilled. (11) shows that ay, .. ., a € I’; from (12’’) we take 


(22) p (Puy? Pu ev (Puy P) LON) its hse Lect. 

Now, we show 

(23) wy (a1 Puy) Y (Dyas Xy) for 4; vies, lon: 

Mor 1045 90.5, And! ya lea, (23) i is identical to (14’); (13’) shows that 
(23) remains true for « = 3; y= 1,..., n too. By (9) we have (taking x, 
for « and a, for y) 

(24) 4s (%,, 2) 

and 

(25) W(x, te). 

From (15), z= a, we obtain, on account of v,e€l’ and (24), 


U (x1, p1,) 2 (p,,,2,) for yv=1,..., n; 
similarly, from (16), z = a, we obtain 
WL (%o, Po,) DP (p,2,%,) for v=1,..., n, 


sinco a, € J’ and (25) holds. That is, (23) holds for u = 1,2; y=1,..., too. 
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Now, (23) can be written as follows: 
DU (x ur Puy) L ( Pugs My) TOC pe y= 1,..., 05 


this shows, together with (22), that the conditions of (10) are fulfilled by 
“taking x,, x, and Py, for x, y and z, respectively: therefore, we have 


LP, Puy) ~ 2 (ep, 2(%,,2,)) for wu, =1,..., n. 


Thus, we may replace in (17’’), i. e., in 


M* (3 @, Pir Pre, -- +» Pan) 
the proposition % (cp, Puy) by UG (op, a (x a a,)) for u,v =1,..., n. On account 
of the definition of M*, this means that for Se predicate @ Hefner for arbitrary 
x,yeTl’ by 
P (x,y) = W (p, x (x, y)), 
we have 
i RL ag pe 4 


41,x, and x, being arbitrary elements of J’, this shows that A is satisfied by 
® on I’. Thus the equivalence of A and B has been proved, and so our theorem 
holds. 

The Bolyai Institute, University of Szeged. 
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BKAAAbDI B TEOPVIO HPHBEJEHWA UPOBAEMbI PASPEIUMMOCTH 


Ileppaa crarpa. Wpewunc (x,) (xt) (Fay)... (#£%,_) (@,), C@AMHCTBEHHHA, 
AByxXnepeMeHHEBH UpeauKar. 


AACAO KAABMAP (Cere1) 
(Pesw me) 


Axnrop, » copmecraoi crarbe c fluomom Illypanu (Journal of Symboli¢ 
Log’c, tom 12-ni), Jokazaa, 4TO npobaema paspemuMocTH MaTeMaTHYeCKOH JOTHKH MOET 
OHTS IpuBexena kK BONPOCY BHIOAWMMOCTH TakHX JOrHYeCKHX opMyl C mpedPHKCOM Teqers 
(21) %_ 2, Ea)... Hx,, Koropwe cojepkat TOIbKO O<HY, AByXMepemenuyIO JOTHYeCKYIO 
uepemenny”) pynkunw. Vexoza us 9T0ro pesyabTara, absop B HaCcTOAMeM CTATbe AOKaswbaer 
aHasOIM4ByH TeopeMy, OTHOCAMyWCA K UpePURCy, YNOMMHAeMOMY B NOA.ATOLOBKE, KOTOPAs 
HOCTOADKY MpeHMYULeCBeHHee, NOCKCABKY DECHCTEHUMAIDHBE KBARTOPH OlepeawiCA HE TPeMA, A 
TOIDKO ABYMA OOWAMH KBAHTOPAMH, CACAOBATEADKO OHH BUpPARAaWT CyMeCTBOANHE He Tpexuepe- 


MCHHHX, a ABYXUepeMeHHHX MaTeMaTHeCKHX (PyHKUHH. Merox 1OKasaTeabeTBa COCTOHT B 3saMeHE 
To, uT0 RawAOMY @, H Ly MpHHALAeAUT OANA 
OHEHT 2,, & BTOPOH KOMDOHECHT 
NOMOMbO CHHCTHEHHOTO 


H, HW Ly OLHOM yuOpaoyeHHOH Napow (#,, Ly. 
W TOIBKO O4Ha yNopA_oyeHHaa Napa, y KOTOPOH epBhH KOMO 
Xo, YAACTCA BUPASHTh G3 yBCAMYEHHA YHCAA ACTHYCCRUX (byHkuuH, ¢ 
oOMeroO KBANTOpPA, CTARAMETOCA NOCIE SKCHCTEHWHAIDUNX KBABTOPOR. 


ZUR THEORIE DER FAKTORISIERBAREN GRUPPEN, | 
Von 
L. REDEL (Szeged), korrespondierendem Mitglied der Akademie 


§ 1. Einleitung 


Stets bezeichnen G, /', G drei Gruppen mit 
(1) 6=G¢T, 
unter welcher Gleichung wir verstehen, dai die Produkte AA (AeG, A€ lL’) 
alle verschiedenen Elemente von © sind. Wir nennen dann & eine faktorisierbare 
Gruppe mit den komplementiren Fakto:2n G, J’. Gleich bemerken wir, 
da8 die Reihenfolge von G, /’ unwesentlich ist, denn (1) und G = J’ G@ bedingen 
einander gegenseitig. (Das verleiht der Theorie der faktorisierbaren Gruppen 
eine Art Dualitat, s. unten.) Die faktorisierbaren Gruppen haben Zappa [L1]}* 
und Sze [5]—[10] voneinander unabhaingig untersucht, gewisse ihrer 
Resultate finden sich teils erginzt auch in einer neueren Arbeit von 
mir {2]. Ein Teil der Sztépschen Arbeiten betrachtet den allgemeineren 
Fall, daB& in (1) die gesagten Produkte AA die Elemente von G auch 
mehrmals darstellen diifen, von diesem ebenfalls sehr interessanten Fall 
nehmen wir hier Abstand. Zappa hat nicht nur die EKigenschaften der 
faktorisierbaren Gruppen untersucht, sondern er hat auch das folgende 
wichtige Umkehrproblem gestellt und gelést: Fiir zwei gegebene Gruppen 
G, I’ sind alle Gruppen G mit der Eigenschaft (1) zu bestimmen. Dabei 
diirfen G, J’ (als abstrakte Gruppen) ganz beliebig sein, damit aber das 
Problem l6sbar ist, miissen wir G, /’ natiirlich so realisieren, daB sie dasselbe 
Kinselement aber keine weiteren gemeinsamen Elemente haben. Das nehmen 
wir ohne Kinschrinkung der Allgemeinheit stets an und bezeichnen mit 
A,B,C;...,P,...% und A,B8,C,...1,.5.X%- Bleméente =voneG sinweeee 
Das Kinselement bezeichnen wir mit £ baw.£, so daB dann nachunserer Annahme 
I == E gilt. (Es wird von Nutzen sein fiir das gemeinsame EKinselement beide 
Bezeichnungen E, © beizubshalten.) Dar Satz von Zapra lautet so: 
pe Ebi Klammorn verweisen auf das Literaturverzeichnis angefiigt am Bnde 
aer ATDESlt. 


* Vgl. die Arbeit [2], in der ich weniger einfach (A, A) fiir A A geschrieben 
habe, diese Abwoichung ist uiwes2n ich, verleiht aber dem Satz von Zappa eine tiberaus 


dlurchsichtige Form. Der 8 xtz lat sich au: dan Gruppenpostulaten mit wenig Rechnung 
ableiten (ohne Kenntnis do: Avbsiten [11] oder[2]). ‘ 
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Gilt (1) fiir die Gruppen G, I’, ®.- so gibt es zwei eindeutig bestimate 
Funktionen (in ,,Operatorschreibweise® ) 


(2) Shy ee 
mat 
(3) Apa NS 
es gilt auch 
(4) hoe Agel eR, Mich; 08 ARE 
(5) Bee (Ac), eT INCA ae 
A we 
(6) (AB)o = Ac RS , AB SA BR. 


Umgekehrt, wenn die Gruppen G, 1’ vor gegeben sind und man eine Lésung 
{2) von (4), (5), (6) bestimmt, so erzeugen die Elemente von G und I’ bei der 
Annahme (3) eine Gruppe G* mit der Higenschaft (1), alle letzteren Gruppen 
gewinnt man auf diesem Wege. 

Zur Erginzung bemerken wir, daB das Multiplikationsgesetz in G wegen 
{3) so lautet: 


{7) AABB = ABAAB,. 


~ 


Die erste Halfte des Satzes von Zappa hat auch Sze gewonnen, auBer- 
dem hat er zuerst aus den Bedingungsgleichungen (4), (5), (6) weitere interes- 
sante Schliisse gezogen. Aus diesen Griinden nennen wir jede Gruppe © in (1) ein 
Zappa—SzéPsches Produkt von G und J’. 

Ich mu8 auf die auch schon durch Zappa bemerkte Analogie mit der 
SCHRETERschen Erweiterungstheorie hinweisen, in der es sich bekanntlich um 
die Bestimmung der Gruppen © mit G/G = /’ handelt. Wie ich gezeigt habe 
{2],1aBt sich die ScHREIERsche Erweiterungstheorie ahnlich begriinden wie 
die Theorie von Zaprpa—Szip, ich fand sogar, daB sich beide als Spezialfalle 
in eine allgemeinere Theorie einbetten lassen. Aus diesem Grunde nenne ich 
die Scurerersche Erweiterung von G mit /'’ gerne auch das SCHRETERSche 
Produkt von G und J’. Mir scheinen beide Produkte (das SCHREIERSche und 
das Zappa—Sznrsche) gleich wichtige Angelegenheiten der Gruppentheorie 
zu sein. 

Ein Zappa—Sziiesches Produkt G6 = G/’ enthilt unter Umstanden 
Normalteiler, ein Teil der Untersuchungen von Szép gibt eben solche Fille an, 
es kann aber auch einfach sein, z. B. gehort die Ikosaedergruppe auch hierzu 
(vgl. [2]). Wenn eben G@ oder /’ ein Normalteiler von 6 = G /’ ist, dann und 
nur dann stimmen beide Produkte iiberein und zwar ist das eben die soge- 
nannte zerfallende Erweiterung. Wir werden in dieser Arbeit auch Beispielen 


3 Das ist so zu verstehen, das die Elemente von @ aile endlichen Produkte aus den 
¥lementen von G, I’ sind, die sich aber wegen (3) auf die Form AA bringen lassen. 
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begegnen, wo 6 = G /’ wohl nicht einfach aber kein ScureteRsches Produkt: 
von G und /’ oder von /’ und G ist. 

Weiter wird uns hier nur das oben formulierte Umkehrproblem von 
ZAPPA interessieren, wo niimlich G, /’ vorgegeben sind und man alle 6 = G1” 
sucht, in dierer Richtung machte man bisher keine Untersuchungen. Der Satz 
von Zappa bringt dieses Problem gar nicht zum Abschlu8, sondern fihrt es 
auf die Angabe aller Losungen (2) der Funktionalgleichungen (4), (5), (6) 
zuriick. Die Lésungen zu bestimmen ist im allgemeinen eine sehr schwierige 
Aufgabe, iiberhaupt scheint uns die Theorie von Zappa —Sz#P schwieriger und 
vielgestalteter zu sein als die von SCHREIER. 

Ohne Zweifel ist eine der primitivsten Aufgaben der ZAppA—Sz&pschen 
Theorie, das Zappa—Szipsche Produkt GJ’ von zwei zyklischen Gruppen 
G, 1’ zu bestimmen. Auch schon dieser Fall, der uns hier von einigen 
vorbereitenden allgemeineren Untersuchungen abgesehen allein beschaftigen 
wird, bietet ernste Schu ierigkeiten. Den Spezialfall, daB die eine der zyklischen 
Gruppen G, J’ wnendlich, die andere endlich ist, konnten wir vollstandig 
erledigen, fiir den Fall aber, daB G, 7’ beide unendlich sind, haben wir nur 
einige Teilresultate bekommen, die vollstaéndige Lésung ist eine sehr interes- 
sante und schwierige Aufgabe. In der Mitteilung II dieser Arbeit wollen wir 
den Fall betrachten, daB @, /’ beide endlich sind, dieser Fall ist itberraschend 
reich an Lésungen. (Fiir die ScHREtERsche Theorie ist der Fall von zyklischen 
(', 1’ bekanntlich sehr leicht.) 

Wir wollen hier einiges iiber den allgemeinen Fall bemerken. Kraft (2) 
erscheint im Satz von Zappa jedes von G, /’ als ein Operatorenbereich fiir das. 
andere. Und zwar nennen wir A und A in einer (symbolischen) Potenz AA das 
Grundelement baw. den Operator (fiir A“ vertauschen sich die Rollen). Die 
Gleichungen (5) besagen mit der iiblichen Redensart, da8 G und J’ je ein 
multiplikativer Operatorenbereich fiir das andere ist (und zwar das erste ein 
Rechts-, das zweite ein Linksoperatorenbereich). Aus (5;), (4,) sieht man 
sofort, daB die Abbildung A — aA (bei festem a) eine Permutation von @ ist, 
und zwar hat die Gleichung aAS— Bp bei festen A, B die einzige Lésung 
A=BA™', ahnlich ist A>A* eine Permutation von J’. Wahrend man 
es aber in der Gruppentheorie meistens mit solchen Operationen A’ zu 
tun hat, fiir die (A B)A — AA BA gilt (,,linearer oder ,,distributiver Opera- 
tor‘), so da8 dann die gesagte Permutation A> AA ein Automorphismus 
von @ ist, in unserem Falle gelten die viel komplizierteren Bedingungen 
(6), eben darin liegt die Schwierigkeit der Theorie von Zappa—Szip. 

Des naiheren bemerken wir hierzu folgendes. Bezeichnen wir fiir einen 
Augenblick mit Aj, Ay,... bzw. Ay, Ag,... je ein System von Erzeugenden 
von @ und J’. Man wiirde sich denken, da8 das Funktionenpaar (2) durch 
die Bedingungsgleichungen (4), (5), (6) und durch die ,,Anfangswerte“ A;At, 
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TT 
Aydt eindeutig bestimmt ist (wie im Falle linearer Operatoren), aber wir 
werden die Falschheit hiervon mit einem Beispiel zeigen. 

Wir bemerken, daB im Zappa—Szhirschen Produkt GI’ oft eine gewisse 
Asymmetrieerscheinung auftritt, womit wir folgendes meinen. Wohl sind 
(4), (5), (6) symmetrisch in G und J’ (die véllige Symmetrie kénnte man so 
herstellen, daB man z. B. in J’ von AB auf die umgekehrte Multiplikation 
BA ilibergeht), trotzdem, wenn G und /’ isomorph sind, kommt es vor, da® in 
einer Lésung (2) die eine der Funktionen a4, a“ viel komplizierter aussieht 
als die andere, man kénnte in solchen Fallen sagen, da8 im Zappa —Szipschen 
Produkt GI der eine Faktor den anderen iiberwaltigt. Auch hierfiir werden 
wir ein interessantes Beispiel sehen. 

Es mu bemerkt werden, das die triviale Losung sA = A, pr =a 
stets vorliegt, dieser entspricht das direkte Produkt von G und /’. 


§ 2. Allgemeines 


Bezeichne H eine beliebig vorgelegte Gruppe. Fiir gewéhnlich versteht 
man unter einem Komplex K (von #) eine Teilmenge von H, oft kommt es 
aber auch vor, da man dabei den Elementen des Komplexes eine Multipli- 
zitat zukommen lat. Das wollen wir tun, so da wir einen Komplex in der 
Form 


(8) ee, Gs eo. he 


annehmen, wobei 7;, 7o,... alle verschiedenen Elemente von H sind und 
jedes a; gleich 0,1, 2,... oder c ist. (Ist H von der endlichen Ordnung n, 
so ist (8) mit dem Glied a,7, abzubrechen.) Kommt ein a; = % vor, so nennen 
wir K uneigentlich. Im Falle a, = ag =... = 0 setzen wir K = 0. Die aiy 
nennen wir die Glieder von K, zwei Komplexe sind gleich zu betrachten, 
wenn ihre Glieder (ungeachtet der Reihenfolge) iibereinstimmen. Selbst aj 
nennen wir die Multiplizitiit oder den Koeffizienten von y; in K. Die Glieder 
ai yi mit a; = O dirfen wir in (8) streichen. Dann und nur dann, wenn a; 0 
ist, sagen wir, daB 7; ein Hlement von K ist, hierfiir verwenden wir die men- 
gentheoretische Schreibweise 7;¢ K. Ist 


(9) L= by 71 Ooya--- 
ein weiterer Komplex, so definieren wir die Summe beider Komplexe durch 
K + L = (a + 43) v1 (G2 + 52) 72+: 


und entsprechend soll die Summe beliebig (eventuell unendlich) vieler Kom- 
plexe definiert werden. Selbstverstandlich is dabei eine Summe a+06-+... 
(a,b,...=0,1,...,°°) gleich oo zu setzen, wenn entweder unendlich 
viele nichtversch-vindende Summanden vorkommen oder mindestens ein 
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Summand  vorkommt. Die Addition von Komplexen ist offenbar kommu- 
tativ und assoziativ. Nunmehr diirfen wir (8) auch als A = a, 71 + 4272 +--+ 
schreiben. Wir werden diese ,,additive Schreibweise der Komplexe' bevor- 
zugen. Ferner definieren wir das Produkt A L als die Summe aller aj bj vi 77, 
dabei ist ein Produkt ab (a,b = 0,1,..., 2) gleich 0 zu setzen, wenn a = 0 
oder b = 0 gilt, und es ist ab = ~ zu setzen, wenn weder a = 0 noch b = 0 
gilt und a — cc oder b= & ist. Die Multiplikation der Komplexe ist asso- 
ziativ und (gegeniiber der Addition) beiderseits distributiv. (Auch das Pro- 
dukt unendlich vieler Komplexe kénnte man entsprechend definieren, aber 
wir nehmen davon Abstand.) Wohl unterschieden von der Potenz K' (i = 
—1,2,...) bezeichne K® (i = + 1, + 2,...) denjenigen Komplex, den man 
aus (8) bei Ersetzung von jedem y, durch yi gewinnt. Insbesondere nennen 
wir ACY den zu K inversen Komplex. Endlich definieren wir das Skalar- 
produkt rK (r= 0,1,..., cc) durch rK = ra, 71,14, 72,... Eine (endliche 
oder unendliche) Summe 


(10) mK, + 12Ke+..- (71: = 0, 1,..., 00) 


nennen wir eine Linearkombination der Komplexe A,, Ay,.... Sind diese 
nicht uneigentlich, von 0 verschieden und paarweise elementenfremd, so 
sind die 7; durch den Wert von (10) eindeutig bestimmt. 

Wir verabreden uns noch, dai wir fiir ein Glied a; y; von K mit a; = 1 
einfach 7; schreiben. Durch diese Vereinbarung haben wir die gewéhnlichen 
Komplexe unter die obigen verallgemeinerten Komplexe eingeordnet, sie 
lassen sich dann auch in der Form «@ +- ( -+- ... schreiben (mit verschiedenen 
«, ?,...). Umgekehrt ist A in (8) dann und nur dann ein gewohnlicher Kom- 
plex, wenn alle a; gleich 0 oder 1 sind. Da insbesondere eine Untergruppe U 
von H stets ein gewohnlicher Komplex ist, deshalb fiihren wir im Bereich 
unserer verallgemeinerten Komplexe die kurze (aber nicht ganz korrekte) 
vedensart ,,ein (verallgemeinerter) Komplex A’ ist eine Gruppe‘ ein und 
verstehen darunter, daB A ein gewéhnlicher Komplex ist und seine Elemente 
eine Gruppe bilden. Diese Redensart werden wir auch dann verwenden, 
wenn wir / in additiver Form schreiben, ein MiBverstindnis wird daraus 
nicht entstehen?. 

Von hier an betrachten wir die anfangs eingefiihrten Gruppen @, J’ und 
ein Funktionenpaar (2) mit den Kigenschaften (4), (5), (6). Ein (verallgemei- 


‘ Die oben eingefiihrten verallgemeinerten Komplexe und die Rechnung mit 
ihnen bilden ein wichtiges Hilfsmittel in der Theorie von Zarpra—Sztp, das uns aus den 
nachfolgenden Entwicklungen klar wird. Wir bemerken folgendes. Wiirde man in unseren 
KXomplexen nur endlich viele Elemente und nur endliche aber auch negative Multiplizi- 
taitszahlen zulassen, so erhiilt man den wohlbekannten Begriff des Gruppenringes (iber 
dem Ring der ganzen Zahlen). Dieser Gruppenring spielt eine unentbehrliche Rolle im 
Beweis des Satzes von Hasés [1] iiber endliche AnEtsche Gruppen, in dem es sich eben- 


falls um ein gewisses (sehr schwieriges) Faktorisationsproblem handelt. Vel. R&prr [3] 
und Szrre [4]. ; 
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nerter) Komplex soll nachher stets einen solehen von G@ oder von J’ bedeuten. 
Ist K =a,4,+a,A,+... ein Komplex von G, so setzen wir KA = 
=a, An + a Oe +.... Git K*—K fir-allé A (e 7’), so nennen wir den 
Komplex K operatorinvariant. Im Spezialfall, wo K =A ein Element yon 
G ist, sprechen wir dann iiber ein operatorinvariantes Element, wofiir wir 
auch Fixelement sagen. Das Einselement § ist stets ein Fixelement. all 
gemeiner folgt aus (6,) sofort der 


Hitrssarz 1. Die Fixelemente von G bilden stets eine Untergruppe von G. 

Die vorangeschickten Definitionen und selbst Hifssatz 1 gelten wértlich 
auch nach Vertauschung von G mit 7’. Diese Vertauschung nennen wir Duali- 
sation. Auch der noch folgende Inhalt dieses Paragraphen la8t sich duali- 
sieren, woriiber wir unten noch niheres sagen werden. 

Von einem beliebigen Element A (€ G) ausgehend tiben wir auf ihm alle 
Operatoren A (€/') aus. Die verschiedenen der erhaltenen Elemente A4 
(A fest, A beliebig variabel) bilden einen (gewohnlichen) Komplex von G, 
den wir mit 7’ = 7A) bezeichnen und die Transitivititsklasse von A nennen. 
Stets gilt dann Ae 7(A). Wir beweisen den 


Hitrssatz 2. Die Transitivitétsklassen TA) sind operatorinvariant und 
die verschiedenen unter ihnen bilden eine Klasseneinteilung von G in paarweise 
fremde Klassen. 

Da niimlich A > AA eine Permutation von @ ist, so folgt hieraus, dal} 
fiir einen gewohnlichen Komplex K von G@ stets auch K4 ein gewohnlicher 
Komplex von G ist. Insbesondere ist also jedes (T(a))* ein gewohnlicher 
Komplex. Gilt nun Be 7(A) d. h. B = A® mit einem passenden B, so folgt 
aus (5,) BY” = AA8. Dies ergibt (T(A))> = TIA) fiir alle A. Dann gilt auch 
(1(A))& ‘== TA), also 7(A) = 7T((A))A, beide ergeben (T(A))* = T(A), folglich 
ist T\A\ operatorinvariant. Haben 7\A), 7\B ein gemeinsames Element 
AA = BB, so folgt aus (5,) Ac = BCA "B also 7(A) = 7(B). Aus Symmetrie- 
griinden folgt 7’ A) = 7(B), womit Hilfssatz 2 bewiesen ist. 

Nach der Definition sind die Transitivititsklassen mit nur einem Ele- 


ment eben die Fixelemente. 


Hurssarz 3. Die Linearkombinationen der Transitivitatsklassen sind die 
stimtlichen operatorinvarianten Komplexe von G. 

Da nimlich eine Linearkombination der 7(A) operatorinvariant ist, 
ist wegen Hilfssatz 2 klar. Bezeichne umgekehrt A einen operatorinvarianten 
Komplex von @ und A ein beliebiges Element von G. Dann kommen A ung 
AA (Ae 1’) mit derselben Multiplizitat in A’ vor, und dies bedeutet, dai fiir 
jede Transitivititsklasse 7A) siimtliche Elemente von TiA) die gleiche 
Multiplizitiét in K haben. Dies und Hilfssatz 2 liefern den Beweis von Hilfs- 


satz 3. 
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Hinrssatz 4. Bezeichne T und T je eine T'ransitivitdtsklasse von G bzw. 


I’. Dann gelten die Formeln: 
(11) (AT)A = adAT, (Ta)*=Ta® (AeG, AeT’). 


(Auch diese Formeln sind dual, in ihnen kommt die sich in (5), (6) offen- 
barende Asymmetrie in Vorschein. Esist TA nicht mit T(A) zu ver wechseln!) 

Aus Dualititsgriinden geniigt es (11,) zu beweisen. Man lasse B in (6;) 
alle Elemente von 7’ durchlaufen und addiere die so erhaltenen Gleichungen, 
wegen 7 = TA (A beliebig) entsteht dann 


(AT)S = alT. 


Dies stimmt mit (11,) tiberein, womit wir Hilfssatz 4 bewiesen haben. 
Wir beweisen jetzt die folgendenden zwei Hilfsatze: 


Havpruiurssatz 1. Fiir zwei beliebige Transitivitatsklassen T',, 1, von G 
gut 


(12) (7,7,.5=7,T, {aeT). 


Dies bedeutet, daB das Produkt von zwei Transitivitdtsklassen von G stets opera- 
torinvariant, d. h. nach Hilfssatz 3 eine Linearkombination der Transitivitats- 
klassen von G ist. In Formeln: 


(13) OE Seu Tie leg = OFh, ee oo), 
1 


wobei T',, T'5,... alle Transitivititsklassen von G bezeichnen. 

Havupruinrssatz 2. Fiir jede T ansitivititsklasse T von G ist auch der 
inverse Komrlex T\—-) eine Transitivititsklasse. Gilt T = T‘—), so nennen 
wir die Transitivititsklasse selbstinvers?. 


®° Fur den Augenblick nennen wir allgemeiner jede K'asseneinteilung 7, 7',. ... 
einer Gruppe G regular, wenn fiir diese beide Haupthilfssiitze 1,2 gelten und das Hinsele- 
ment fiir sich eine Klasse bildet. Die reguliiren Klasseneinteilungen spielen in der Gruppen- 
theorie eine wohlbekannte wichtige Rolle. Und zwar bezeichne jetzt I’ (anders als im 
Text) eine Automorphismengruppe von G@ (deren Elemente wir weiter auch auf die 
bisherige Art bezeichnen), mit anderen Worten sollen jetzt die [(4), (5), (6) ahnlichen aber 


einfacheren|] Gleichnungen A 1a, wc Be ABC re (aC)B, (AB)© = AC BS gel- 


ten. Definiert man dann die Klasse 7' = 7'(A) wieder als die Menge aller A‘ (AeZ), so 
entsteht offenbar eine reguliire Klasseneinteilung von @. (Das allerbekannteste Beispiel 
bilden die natiir.ichen Klassen von G, so nenne ich die Klassen der konjugierten Ele- 
mente. Dies entspricht dem Fall, da /° die Gruppe der inneren Automorphismen von @ 
ist. Ist Z’ die volle Automorphismengruppe von G, so nenne ich die entsprechenden 
Klassen charakteristisch.) Es braucht nicht besonders betont zu werden, dals wegen der 
Haupthilfssitze 1,2 fiir die Theorie von Zarrpa—Szur die Untersuchung der regularen 
Klasseneinteilungen einer Gruppe eine wichtige Aufgabe ist. Um Mifverstiindnisse zu 
vermeiden bemerken wir, da in einer reguliren Klasseneinteilung einer Gruppe sehr 
wohl Elemente verschiedener Ordnung in eine Klasse kommen kénnen (insbesondere 
bei den natirlichen und den charakteristisechen Klassen ist das nie der Fall). Z. B. ist 


1; (14) (23); (12) (34), (142), (124), (143), (184); (13) (24), (123), (132), (234), (243) 


eine Kinteilung der alternierenden Permutationsgruppe von vier Ziffern in vier reguliire 


Klassen, wie man das leicht nachpriifen kann, dabei finden sich in einer Klasse Elemente 
aweiter und dritter Ordnung. 
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Bemerkung. Selbstverstiindlich gilt das Duale der Haupthilfssitze 1,2 
auch. 

Fiir den Haupthilfssatz 1 geniigt es (12) zu beweisen. Nun folgt aber 
(12) sofort aus (11,), wenn man in diesem fiir A die Elemente einer Transitivi- 
tiitsklasse von G einsetzt und summiert, wobei man die Operatorinvarianz 
der Transitivititsklassen zu beriicksichtigen hat. 

Den Haupthilfssatz 2 be wveisen wir so. Gilt Ae 7), so gilt He AT. 
und dann folgt hieraus nach (11,) Ee AA 7, also auch AA € 7», Das bisherige 
besagt (7(—))A = 7-0, Da dies auch fiir A-! statt A gilt, leitet sich aus 
beiden (7—))A = 7—) ab. Hiernach ist 7’—” operatorinvariant, und so 
gilt nach Hilfssatz 3 eine Gleichung 7-9 = 7,+7,+... mit gewissen 
Transitivitatsklassen 7';. Dann besteht 7 = 7(~) + TY eis Da “aber 
jedes Glied der rechten Seite nach dem schon be wiesenen ebenfalls eine Line- 
arkombination von Transitivitatsklassen ist, so folgt aus der Bemerkung iiber die 
Kindeutigkeit von (10) mit Notwendigkeit 7 — T—) also T(—) = T,. Haupt- 
hilfssatz 2 haben wir bewiesen. 

Als weitere Vorbereitung bezeichnen wir die Permutation A— A‘ 
mit [A]. Ahnlich bezeichne [A] die Permutation A>A“. Nach (5) bilden 
diese Permutationen (nimlich die verschiedenen unter ihnen) je eine Gruppe, 
die wir mit [/’] bzw. [G] bezeichnen, und es gelten die Homomorphien: 


(14) Gi~ |G), = 1S (LP: 
Und zwar werden diese Homomorphien bzw. durch die Abbildung 
(15) A->[A], A>[A 7] 


vermittelt. Ein Element A(éG) oder a (e/') nennen wir einen identischen 
Operator, wenn [A] bzw. [A] die identische Permutation (von I’ bzw. @) 
ist. Die identischen Operatoren in @ bzw. I’ bilden je eine Untergruppe Ge, 
T°, diese sind die beiden Kerne der Homomorphien (14), folglich gelten die 
Isomorphien 

(16) G/G° = (GJ, T/l [I]. 


Aus (5,) sieht man sofort, daB gewiB AA = A® gilt, wenn A, B dieselbe Klasse 
nach J” reprisentieren. Lai®t man also A ein volles Reprasentantensystem 
der Klassen von I’ mod f° durchlaufen, so durchliuft a* auch schon alle 
Elemente der Transitivitatsklasse 7'(A) (einige eventuell mehrmals). Wenn 
also I’/I® endlich ist, so sind auch alle Transitivitatsklassen endlich. 

Aus den Definitionen und aus (6,) entstehen sofort: 


Hinrssatz 5. Ist C ein Fixelement von I’, so gilt 
(A Bo = AS BS 


(Kurz: Die Fixelemente von I’ bewirken als Operatoren lauter Automor- 


phismen von G.) 


6 Acta Mathematica 
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Hirssavz 6. Sind die Elemente A, B (eG) identische Operatoren (fir I), 
so gilt 
(AB). = ACLY. 


(Kurz: Bei Anwendung eines Operators in I’ erleidet die Gruppe G° der iden- 
tischen Operatoren in G einen Automorphismus. ) 

Wir bemerken noch die aus (6) folgenden Formeln: Ist C bzw. C je ein 
Fixelement von G bzw. I’, so gilt 


(17) (ACA = Aho, (C Aye CAS: 


(Beide Hilfssitze 5, 6 lassen sich dualisieren. Die Formeln (17) sind zueinander 
asymmetrisch-dual*.) 


§ 3. Der Fall zyklischer Gruppen G, J’ 


Wie iiblich bezeichnen wir mit } { die durch die eingeklammerten 
Elemente erzeugte Gruppe. Von jetzt an betrachten wir in dieser Arbeit 


weiter nur den Fall, daB die Gruppen G, I’ beide zyklisch sind und setzen 
(18) G=3P}, P= 3M, 


wobei P, TT je ein erzeugendes Element ist. Mit O(«) bezeichnen wir die Ord- 
nung von x, wobei w eine Gruppe oder ein Gruppenelement ist. 

Fir zyklische (sogar allgemeiner fiir ABELsche) Gruppen G, J’ ver- 
schwindet die sich in den Formeln (5), (6) offenbarende Asymmetrie, und 
zwar gilt jetzt 


(19) ABC _ (4B)C _ (4C)B, ABC _= (,B)C _ (,0)B | 
b A ' Bas A 
(20) 9 (a BS = a® Bo = Ale , (ABS =av Bo =alBO 


Aus (14) folgt, daB die Permutationsgruppen [G@], [/’] auch zyklisch 
sind, offenbar sind dabei [P], [tt] erzeugende Elemente. Zerlegt man die. 
Permutation [P] (von J’) in paarweise fremde Zyklen, so fallen diese mit den 
Transitivititsklassen von J’ zusammen, das Duale hiervon gilt auch. 

Wie bemerkt, wollen wir in dieser Arbeit den Fall auBer Acht lassen, 
dap G, I’ beide endlich sind, deshalb nehmen wir im folgenden 


(21) O(G) = 


an. Die hier zu beweisenden Hilfssiitze gelten dann, ob I’ endlich oder unend- 
lich ist. 


Hinrssarz 7. Ist T (4K) eine endliche Transitivititsklasse von G mit 
minimaler Elementzahl, so ist auch jedes T® eine solche. 


| Wegen 7\—) = (T(-))® und Haupthilfssatz 2 geniigt es die Behauptung 
fiir 7 > 0 zu beweisen. Bezeiche a die grote ganze Zahl mit P*e 7. Aus dem 
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Polynomialsatz folgt, da& die auBerhalb von TO liegenden Elemente von 
T© einen Koffizienten > 1 haben, ferner hat das Element E@ den Koeffizienten 
1 in 7". Andererseits folgt aus der mehrmaligen Anwendung des Haupthilfs- 
satzes 1, daB 7 eine Linearkombination der Transitivititsklassen von 
G ist. Nach vorigem tritt in dieser Linearkombination notwendig die Transitivi- 
tatsklasse 7(P") mit dem Koeffizienten 1 auf, ferner kann diese nur 
Elemente von 7 enthalten. Hieraus folgt wegen der Minimaleigenschaft 
von 7, daB selbst T® eine Transitivititsklasse von G sein mu8. womit wir 
Hilfssatz 7 bewiesen haben. 

Hivrssarz 8. Enthalt G eine endliche Transitivititsklasse (4 1), so enthalt 
es entweder ein Fixelement (54) oder eine selbstinverse Transitivititsklasse 
mit nur zwei Elementen. 

Bezeichne namlich 7’ eine Transitivititsklasse (4 KE) von @ mit mini- 
maler Elementzahl ¢. Ist ¢ = 1, so ist 7’ ein Fixelement von G, und dann ist 
Hilfssatz 8 richtig. Im anderen Falle zeigen wir zunachst ¢ =: 2. Denn nehmen 
wir ¢= 3an. Da nach dem Haupthilfssatz 2 mit 7’ zusammen auch 7” eine 
Transitivitatsklasse ist und dabei die Elementzahl unverindert bleibt, so darf 
{wegen Ee 7’) 

(22) Peete) (oe by 0,0 > 0) 

angenommen ie Aus Hilfssatz 6 folgt, daB 7, 7® auch Transitivitats- 
klassen von G sind. Beide enthalten P®, und so sind sie gleich. Dies ist wegen 
a -£6 ein offenbarer Widerspruch, womit wir t = 2 bewiesen haben. Hier- 
nach gilt (mit anderen a, b) 

(23) ieee oe (ab a,b Se 0). 


Wegen 7? — P%@4 p% 1 2pet> folgt aus Haupthilfssatz 1, daB P¢T? (eine 
Transitivitatsklasse d. h.) ein Fixelement sein mu}. Da aber jetzt (wegen 
t = 2) kein Fixelement (4 E) in G vorhanden ist, so ist P?*? = EK, b= —a, 
T = P*+ P-* (a0). Dies ist eben die allgemeine Form einer selbst- 
inversen Bee Fae mit zwei Elementen, womit wir Hilfssatz 8 
bewiesen haben. 

Hinrssatz 9. [st 7 eine selbstinverse Transitivititsklasse in G mit zwer 
Elementen, so sind es auch alle T® (i = 1,2, ...). 

Denn wir diirfen 
(24). [T —PpttP4 (a> 0) 
setzen. In Ti (i > 1) kommen P%, P~% mit der Multiplizitat 1 vor, diecibrigen 
Elemente haben eine Multiplizitat > 1, und so folgt aus Haupthilfssatz 1, 
daB entweder P% + P-%= 7 eine Transitivitateklasse ist-oder P, P-“ 
Fixelemente sind. Wir haben zu zeigen, daB stets der erste Fall zutrifft. Im 
anderen Falle gabe es ein 7 (> 1) so, dah 

pe a Pp-s, peti) == Pr-aé-b, pe, p-4 
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lauter Transitivititsklassen sind. Dann gilt nach (6,) 


pa (pay us (paytt (Paci uy: — p-apta(i—1) 


Mit diesem Widerspruch haben wir Hilfssatz 9 bewiesen. 


Hinrssatz 10. Kommt in G ein Fixelement ( ) vor, so enthalt G keine 
selbstinversen Transitivititsklassen mit zwei Elementen. 


Denn nehmen wir an (vgl. Hilfssatz 1), daB }Pr{ (r > 0) die Gruppe der 
Fixelemente von G@ ist und dabei @ auch noch eine Transitivititsklasse 7’ mit 
zwei Elementen enthilt. Diese nehmen wir wieder in der Form (24) an. Nach 
Hilfssatz 9 ist auch 7) = Pe 4+ P-2 eine Transitivitaitsklasse, obwohl doch 
par, p-ar Fixelemente sind. Dieser Widerspruch beweist Hilfssatz 10. 


HinFssatz 11. Gibt es in G eine selbstinverse Transitivitdtsklasse mit zwet 
Elementen, so lassen sich alle selbstinversen Transitivititsklassen mit zwei Hlemen- 
ten in der Form T® (¢ = 1,2, ...) angeben. 

Nehmen wir nimlich an, dab 

T= BS P-*” (gS Oe PO er een 


zwei verschiedene Transitivititsklassen von G sind und dabei a minimal ist. 
Wegen Hilfssatz 9 geniigt es alb zu beweisen. Es gilt eine Gleichung 


b=ak+r Os ra; be 1) 
mit ganzen k, r. Nach (20) und Hilfssatz 9 gilt dann fiir « = + 1 mit geeigne- 


ten C= l, ose] 


(pery™ i (peo—eanylT _ p® péak _ poeb poak 


Hieraus folgt (y + +)b = (0 —«)ak. Dies ergibt 0 = — «, o = +, also nach 
obigem 


(pert . p-&+ éak p7é', 
Dies bedeutet, daB Pr + Pr eine Transitivititsklasse von @ ist, und so muB8 
wegen der Minimaleigenschaft von a gewiB y = 0, alb sein. Wir haben Hilfssatz 
11 bewiesen. 


n] ‘ v° ° e,e © oe . 
Hitrssatz 12. Hine endliche Transitivitdtsklasse von G kann nur ein 
ie : : ‘ A 
Fixelement oder selbstinvers mit zwei Elementen sein. 


Denn nehmen wir an, da8 es in @ eine endliche Transitivitatsklasse 
(25) Ti pai ee he Bk 9 he 2) 


gibt, die weder ein Fixelement noch selbstinvers mit zwei Elementen ist. 
Schon aus der schwiicheren Annahme 7-4 EF folgt nach den Hilfssitzen 8, 10, 
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11 die Existenz von zwei eindeutig bestimmten ganzen Zahlen d (> 0), 
24 = atl) mit 


(26) eos Mee ocla= Os ciS9) v%), 
(27) (Fi+ p-yl 4 ri4 p-i (d +i) 


(Im Fall ¢ = 1 ist niimlich }P4¢; die Gruppe der Fixelemente von G, im Fall 
#= — 1 sind die P4'+ P-4i (¢ > 0) die samtlichen selbstinversen Transi- 
tivitatsklassen mit zwei Elementen.) Bemerke man noch, daB nach diesen 
Definitionen gewil 
(28) GF Og ein ot hy 
gilt. 

Da nach (26), (6,) und (5,) 


(PT at ail = (pry (Pt4i) 


gut und der Exponent r+ di fiir r(=0,...,@—1), i(=0, +1, + 2,...) 
alle ganzen Zahlen durchliiuft, so folgt hieraus die Existenz einer Konstanten 
x (> 0) mit 

TT 
) 


(29) (Pi) = ptit+* Cea OST 2 ef a* pS x: 


Bezeichne p eine Primzahl. Aus der bekannten Teilbarkeitseigenschaft 
der Polynomialkoeffizienten folgt, daB in 7? die Elemente von 7’) eine Multi- 
plizitat = 1 (mod p), die tibrigen Elemente eine durch ~p teilbare Multiplizitat 
haben. Dies ergibt nach dem Haupthilfssatz 1 sofort 


(TT — Te), 
d. h. nach (25) 
(30) (ppaj)!T — pray G(j=1,...5 6); 


wobei j’ eine (von p abhiangige) Permutation der 7 bezeichnet. Aus (29), (30) 
folgt aber, daB fiir geniigend groBe p (namlich gewif fiir p> x) ay = + a; 
sein mu8. Wendet man dies auch auf 7(—» statt 7’ an (vgl. Haupthilfssatz 2), 
so hat man das Resultat: 


(31) (pieg) pte, (j= 1,...,k p>»), 


wobei das Vorzeichen links beliebig wahlbar, rechts vorlaufig nicht naher 


bestimmt ist. 
Da aber nach Hilfssatz 1 mit einem Element von G zusammen auch 


sein Inverses ein Fixelement ist, so mii sen in (31) fiir jedes feste Paar p, j 
stets entweder beiderseits gleiche oder beiderseits ungleiche Vorzeichen stehen. 
Das bedeutet, daB statt (31) genauer 


(44; —- : - pa;)IT Se Pee po Pa; 


86 L. REDEI 


gilt. Wegen (28) ist das fiir (p, ¢) = 1 ein Widerspruch zu (27), womit wir 
Hilfssatz 12 bewiesen haben. 


Hinrssarz 13. Enthilt I ein Fixvelement (4 €), so enthalt G nur endliche 
Transitivitdtsklassen. 


Bezeichne nimlich C (AE) ein Fixelement von I’. Nach Hilfssatz 5 
bewirkt C einen Automorphismus von G. Das bedeutet Ac = Af (AEG) mit 
konstantem ¢ = 1 1, also gilt AC = A, d.h. C? ist ein identischer Operator. 
GewiB ist dann die Faktorgruppe /'//’® in (16) endlich, woraus nach der dort: 
gemachten Bemerkung die Endlichkeit aller Transitivitatsklassen von G@ 
folgt. Das beweist Hilfssatz 13. 


Hinrssatz 14. Gibt es in I’ keine endlichen Transitivitdtsklassen (=), 
so folgt aus jeder Gleichung AS = A-1 (AEG, Ael’, AE) auch das Bestehen 
von AN = a-}. 


Nach der Annahme gilt niimlich A ‘a = E. Wendet man beiderseits den 


Operator A an, so folgt nach Formel (6,) 


A 
Weve ts oS 


also nach (55) und voriger Gleichung: 


A 
Me ages A. 


Ist die Behauptung falsch, d.h. AA A-£ 8, so besagt die erhaltene Gleichung, 
daB die Transitivititsklasse T;4) von J’ endlich ist. Dieser Widerspruch beweist 
Hilfssatz 14. 


§$ 4. Der Fall zyklischer Gruppen G, I’ mit O(G) = co, O(1) = u 


Wir betrachten weiter auch die zyklischen Gruppen G = {PP}, T= iii} 
nehmen aber jetzt an, daB G unendlich, J’ (4 ©) endlich ist und setzen 


. 


om) ~ 
(32) OT) sara ly. 
AnschlieBend bestimmen wir in diesem Spezialfall alle Funktionenpaare (2) 


~ 
aus dem Satz von Zappa. 


> Qs) iQ + n . : ih M4 
Wegen (32) ist die Permutationsgruppe: [J’] endlich, und so miissen 
‘ Tp aitivitateale : , a ; j 
alle Transitivititsklassen von G endlich sein. Wegen der Hilfssitze 12, 10 
gilt also mit einem festen ¢ 


(33) (Py _ pei (¢=+t+1;43=0,+1, +2 


Paietid 


© 
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Erster Fall: ¢ = 1. Wir werden leicht zeigen, da jezt die gesuchten 
Funktionenpaare (2) durch® 


(34) (PAT —_ pi my PF ye? (9) = 1) 


mit einer sonst beliebigen ganzen Zahl y gegeben sind. 

Aus (33) und ¢ = 1 folgt namlich (34,). Wir setzen 1? — TI*, Nach 
Hilfssatz 5 (angewendet fiir G, I’ statt I’, G) gilt dann (34,) zunachst fiir i = 1, 
also allgemeiner fiir i=-0. Man sieht auch, daB (yg, «) = 1 sein mu, denn 
sonst ware [P] keine Permutation von I’. Endlich gilt (34,) wegen (5,) offenbar 
auch fiir i < 0. ' 

Umgekehrt sieht man leicht, da (34) stets eine Lisung von (4), (5), 
(6) ist, womit wir die Behauptung bewiesen haben. 

Zweiter Fall: « = — 1, Aus (33) folgt sofort 


(35) epi __ pik, 
Dies ergibt wegen TT — E fiir k = u mit Notwendigkeit 
(36) 2lu . 
Um auch die Funktion (2,) zu bestimmen, gehen wir so vor. Zunachst 
folgt aus (35) P™ —P, also wegen (6,) 


Ve 


(me+2)P = ay? qa. 


Mit Induktion schlieBt man hieraus auf 


(37) ies ts) UiT72)*) 

giiltig zunaichst fiir r= 0, offenbar ape: auch fiir + < 0. Insbesondere 
aru 0, 7S = bekommen wir (m2) P)? = E und so gilt 

(38) amy? = 1 

mit einer ganzen Zahl a. Wir setzen 

(39) ne = m+? 


mit einer passenden ganzen Zahl b. | 
Bezeichnen wir fiir ganze « mit 2 den kleinsten nichtnegativen Rest 


von x mod 2, d. h. wir setzen 
a Ona) 
q pms 

la@er a), 


Mit dieser Bezeichnung kommen wir von (37), (38), (89) leicht zur Formel 


(40) 


(41) (n*)P = pyektok . 


8 Selbstverstandlich kommt gi nur mcd w in Betracht. 
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Der Exponent auf der rechten Seite mul wegen (36) fiir passende k auch 
ungerade Werte annehmen, und so folgt hieraus wegen 
ak +-bk=(a-+ 6)k (mod 2) 
mit Notwendigkeit 
(42) 24+ a+). 
Die a, b sind nicht unabhingig, wie wir das hier priifen werden. Aus 
diesem Zweck berechnen wir nach (6) und (35): 


TT = > 
(Tk + ye =e (rr*)P nT a (rr) ‘nH 
Wegen (41) und k+ 1=1 —k schreibt sich dies als 
ek +) +b WH) (1k)P me+5, 
cage 
pak—ok — (rr) i 


Der Exponent auf der linken Seite ist wegen (42) kongruent / (mod 2). Wendet 
man also beiderseits den Operator P an, so folgt aus (41), (59) 


Ta(ak—bky + bk _ fk, 
Dies ergibt 
a(ak — bk) + bk=k (modu). 
Insbesondere fiir k = 2,1 folgt hieraus 


(43) a—1=0 [mod a 
5) 


, a&—1= (a — 1)b (mod yp). 
Jetzt sind wir schon in der Lage 
(44) (rr) i? Kt @—Vik+bik 


mi beweisen. Dies lautet fiir i + 1 statt 7 so: 


(45) (rk) PE — Tet @—-VA—T)k+oG4 Dk, 
Da (44) fiir 7 = 0 richtig ist, werden wir (44) fiir i = 0, + 1, + 2,... bewiesen 


haben, wenn wir zeigen, daB (44), (45) auseinander folgen. Es geniigt zu 
zeigen, das die rechte Seite von (44) nach Ausiibung des Operators P in die 
von (45) tibergeht. Da nach (42) der Exponent rechts in (44) kongruent k& 
mod 2 ist, so kommen wir nach (41) zu 


THAk + (@— ik + diK) | dK 


Tay ahe , Vel 1 7 {’ , 
W ir haben zu zeigen, daB die beiden Exponenten hier und rechts in (45) 
mod « kongruent sind, d.h. fiir ihre Differenz 


(a? — 1)ék + (a— 1)btk=0 (mod n) 
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gilt. Diese Kongruenz ist wegen (43) in der Tat befriedigt, womit wir (44). 
bewiesen haben. 

Leicht iiberzeugt man sich, daB umgekehrt das F unktionenpaar (35), 
(44) den Gleichungen (4), (5), (6) geniigt, wenn (86), (42), (43) erfiillt sind. 
Mit dem vorigen Resultat zusammen haben wir den folgenden: 


Sarz 1. Es seien G, I’ zyklische Gruppen mit den Erzeugenden P, 1 von- 
unendlicher bzw. der endlichen Ordnung u. Die stimtlichen Lésungen (2) der 
Bedingungsgleichungen (4), (5), (6) von Zarpa sind 


Tk ; Di 
(46) Pym mF are! = (gu) = 1) 
und im Falle 2 | wu noch 


(47) (TT _ pick , (Tre) PE pk + @—Dik+ dik 


| 


Bor a Hb; —|a® — ea? — 1 (a? — 1)b|. 

Bemerkung. Nach dem Satz von Zappa liefern (46), (47) alle Gruppen 
6 = GTI'in diesem Falle. Zur vollstiindigen Beantwortung dieser Frage ist 
natiirlich n6tig, daB man die nichtisomorphen unter ihnen bestimmt. Das tun 
wir im § 6, wo wir auch die niheren Eigenschaften dieser Gruppen unter- 
suchen werden. Hier wollen wir aber auf den (in der Einleitung schon vorher- 
gesagten) Umstand aufmerksam machen, da insbesondere die Loésung (47) 
von (4), (5), (6) durch die beiden ,,Anfangswerte“ P™ — p-1, qP = yet? noch 
nicht bestimmt ist, erst die Hinzunahme des weiteren  ,,Anfangswertes* 
(72)P = 1m schafft Eindeutigkeit. 


§ 5. Der Fall zyklischer Gruppen C, I’ mit O(G) = O(1’) = c 


Wir wollen jetzt den Fall von zwei unendlichen zyklischen Gruppen 
G=!P{,I’= $m} betrachten. In diesem Fall kénnen wir nur diejenigen 
Lésungen (2) von (4), (5), (6) bestimmen, fiir die es unter den zugehorigen 
Transitivitatsklassen (4 E bzw. E) von G und J’ mindestens eine endliche gibt. 
Fiir die etwaigen iibrigen Losungen werden wir uns mit einigen Bemerkungen 
begniigen miissen, uns scheint, da solche Lésungen iiberhaupt nicht vor- 
handen sind. 

Betrachten wir eine Lésung AA, A“ von (4), (5), 
Einschrinkung. Wir unterscheiden die folgenden Faille 
in die weiteren Fille 21), 22) spalten wird: 

Fall 1): Beide Gruppen G, I’ enthalten Fixelemente auBer E bzw. E. 
Nach Hilfssatz 13 (angewendet auf G, I’ und auf J’, G) enthalten G, ’ nur 
endliche Transitivitatsklassen, woraus nach den Hilfssatzen 12, 10 folgt. 


(6) unter der gesagten 
1), 2), 3), wovon sich 2) 
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da G und ebenso auch J’ iiberhaupt nur Fixelemente enthalt. Mit anderen 
Worten gilt jetzt sA=— a, A’ — a unbeschrinkt, das ist die identische Lésung 


von (4), (5), (6). 


Fall 2): G enthalt keine Fixelemente ( —), /' enthalt Fixelemente 
(=4¢). Aus letzterem folgt nach Hilfssatz 13 wieder, daB G aus lauter end- 
lichen Transitivititsklassen besteht; diese miissen jetzt nach den Hilfssatzen 
12, 10 selbstinvers sein mit zwei Elementen. Das bedeutet, da unbeschrankt 
ATT — 4-1 gilt. Dann ist tT? ein identischer Operator fiir G, und so folgt 
aus Hilfssatz 6 (angewendet fiir J’, G statt G, 1’), dag} P als Operator einen 
Automorphismus der Gruppe }17?{ bewirkt. Hiernach gilt (72)P = 7 mit 


einem festen ¢ = +1. Der Fall « = — 1 ist unmodglich, denn dann _ hatte 
I' selbstinverse Transitivitatsklassen mit zwei Elementen, was jetzt wegen 
Hilfssatz 10 unmdglich ist. Also gilt « = 1, und dies bedeutet, dali TT? ein 


Fixelement von I’ ist. 


Fall 21): tT ist ein Fixelement von J’. Mit obigem zusammen gilt dan» 
(48) (piyTT® yp ey (Tre) P = Tr 


Umegekehrt sieht man, daB dies eine Lésung von (4), (5), (6) ist. 
Fall 22): Tist kein Fixelement von J’. Da jetzt }T?{ die Gruppe der 


Fixelemente von J’ ist, so muB TP auBerhalb }11?! liegen. Deshalb kénnen wir 
Ties ——— nm! 2g 
setzen mit einem ganzen g (40). Aus (6,) folgt wegen (T24)P — Trek: 
(Ti = - TT? Aq Ree — Tr? }- 142g : 


Beide lassen sich (mit Hilfe des in (40) eingefiihrten Zeichens «) vereinigen als 


(TTA)P — Tk t+ 2ek ; 


Dies laBt sich wegen k 4- 2g k= k (mod 2) leicht auf P' (statt P) verall- 
gemeinern, und so kommen wir zu 


(49) (PIS = PSU Ue eta (9A). 


Umgekehrt sieht man leicht, daB (49) stets eine Losung von (4), (5). 
(6) ist. 

Fall 3): Weder G noch J’ enthalt Fixelemente (£ E bzw. E). Wegen der 
oben getroffenen Kinschriinkung diirfen wir aus Symmetriegriinden anneh- 
men, daB G endliche Transitivititsklassen (4 EB) enthilt. Diese sind nach 
Hilfssatz 12 selbstinvers mit zwei Elementen, also gibt es in G ein Element 
A (=£E) mit 

UL: = Ars : 
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Wir berechnen nach (20,): 


All 


(Tr2k)A TPA (772k) A A, 


(2k +1)A _ 
2k 
(T2k)A TATE _ TWA TA, 


—l1 


Hieraus folgt (Tr2*) A = (T24)A also nach (5,) 


(Iz) A° a= TI2k. 
Dies hat zur Folge, daB T2* in eine endliche Transitivitatsklasse gehort. 
Insbesondere folgt dann aus der hiermit erwiesenen Existenz von endlichen 


Transitivitatsklassen (54) auch in J’, daB das vorhergesagte auch fiir P 
statt TT gilt, und so gilt nach Hilfssatz 12 


(50) (Pay _ park» cra ky PE __ poe, 

Wir zeigen, daB sogar 
(51) (PAT = pi—v*, (qh) PE = yec— 0! 
gilt. Wegen (50) mu8 namlich 

ply — pit2e TP ai te2e 

gelten mit irgendwelchen ganzen a, b. Wir berechnen nach (5,), (6,) und (50): 

pile (Pi + 2a) tT — TW (pea TT = pil (p2a)IT" ey — pit2ap—2a_p. 
Hiernach gehért P in eine endliche Transitivititsklasse, und so folgt aus 
Hilfssatz 12, daB P + P—! eine Transitivititsklasse sein muB. Nach Hilfs- 
satz 9 gilt also (51,) zunachst ftir / = 1, dann aber auch allgemein. Aus 
Symmetriegriinden ist auch (51,) richtig. 

Umgekehrt sieht man sofort, daB (51) eine Lésung von (4), (5), (6) ist. 

Da (48) der Fall g = 0 von (49) ist, so sammeln wir die Resultate von 
<liesem Paragraphen im folgenden: 

Satz 2. Hs seien G, I’ unendliche zyklische Gruppen mit den Hrzeugenden 
P bzw. Tt. Diejenigen Lésungen (2) der Bedingungsgleichungen (4), (5), (6) 
von Zappa, fir die es ein Paar X (AE), X (EE) mit xX — X oder XX =X 


gibt,” sind (von der identischen Lésung AA = A, A“ = A abgesehen) im wesent- 
lichen nur die folgenden: ® 


(52) (pi)TT* ED 2A os ia (rte) Pe Oe eos 
; : k : e 
(53) (piyIT* = pis) ‘ (Tk) P — Tyk+2eik | 


7 Es mu bemerkt werden, daB bei festem X die Existenz einer Lésung X (4 E) 


yon x* .. X mit der Endlichkeit der Transitivitatsklasse 7'(X) gleichbedeutend ist, und se 
wurden im Satz 2 eben diejenigen Lésungen (2) auBer Acht gelassen, fiir die sowohl! G als 
auch I lauter unendliche Transitivitatsklassen (4 E bzw. E) enthalten. 


8 Die Funktion & haben wir in (40) erklirt. 
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(Als nicht wesentlich neue Losungen treten auferdem diejenigen hinzu, die 
aus (58) nach Vertauschung von P mit T entstehen.) 

Bemerkungen. Wir sehen, daB von den beiden Funktionen (53) trotz 
der Isomorphie G* I' die zweite verwickelter ist als die erste, auf diese 
Asymmetrie haben wir in der Einleitung schon hingespielt. Die naheren Eigen- 
schaften der aus (52), (53) entspringenden Gruppen werden wir im § 6 unter- 
suchen. 


§ 6. Nihere Beschreibung der in den Sitzen 1, 2 gewonnenen Gruppen 


Auf Grund des Satzes von Zappa liefern die vier Funktionenpaare 
(46), (47), (52), (53) je eine Gruppe, die wir am bequemsten mit Gye, Gy;, G5o, 
G,, bezeichnen. Und zwar sind diese Gruppen lauter Zappa-Szépschen Pro- 
dukte (GI' = ) }P{}TT/, wobei stets O(P) = co, ferner in den ersten zwei Fallen 
OUT =u, in den le zen zwei Fiillen O(T) = co ist. Wir wollen einiges tiber 
diese Gruppen kurz bemerken, fiihren aber die Rechnungen nur teils aus. 
Selbstverstindlich kommen die Parameter g, a, b in Gyg, Gy. nur mod u in 
Betracht. Den Fall uw | g—1 von Gy, schlieBen wir aus, da es sich dann um das 
direkte Produkt von G, I’ handelt. Ebenfalls schlieBen wir den Fall 


u|2b,a—1+b 
von ©,, aus, da dann diese Gruppe sichtbar isomorph zum Fall «|g — 1 
von Byg ist. 
Wir werden sehen, dali die Abhiingigkeit von G,, von den beiden Para- 
metern a, b nur scheinbar ist, statt ihrer werden wir mit einem (invarianten) 


; L 
Parameter d (a 4| auskommen, Auch der Parameter g in G,, wird sich heraus- 


“= 


werfen lassen, und zwar werden wir sehen, dafs die Fille g = 0,1 schon alle 
nichtisomorphen ©G,, erschépfen. 

Wir schicken voraus, dafi nach (7) fiir eine beliebige Gruppe G6 = GI 
im Satz von Zappa die zwei beliebigen Elemente 4A, 6 B dann und nur dann 
vertauschbar sind, wenn 


ABS tp AS Se aea A 
gelten. Ferner schreiben wir den Spezialfall yon (7) hin: 


(A Aja — A AA an 
Die Kommutatorgruppe und das Zentrum von © bezeichnen wir mit 6’ 
° wr . . 
bzw. G°. Inshesondere fiir den uns interessierenden Fall @ — Pi et aaa 
setzen wir 


(P, 7) = P11 PT, 


Offenbar wird dann 6’ durch die Konjugierten von (P, TT) erzeugt. 
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Nunmehr betrachten wir die Gruppen G,,, 6,,, Gy G;, unter 1), 2), 
3), 4): 

1) Fir G,, ist I’ offenbar eine normale Untergruppe, diese umfabt 
zugleich alle Elemente endlicher Ordnung. Man sieht leicht, da® zwei Para- 
meterwerte g, g’ dann und nur dann zu isomorphen Gruppen 6,, fiihren, 
wenn g g’ = 1 (mod «) gilt. Es gelten 


Gig = JT8—-1} | G2, — {PP le (modu)) — Thee —att 


wobei O(g (mod u)) die Ordnung von g mod « bezeichnet. 
2) Fiir G,, sieht man vor allem, da (47) gegeniiber der Krsetzung von 


a, 6b durch a + a b+ = invariant bleibt. Deshalb darf stets 24a (also 2 |b) 


angenommen werden. Weder G@ noch J’ ist normal in G,,, denn es gelten nach 
(47) (und (7)) 
TT PM—! = P-1T¢—1+s, p—lT — p—2 Tete. 


nie kann aber 1¢—1*4 —E sein, da hieraus «|a—1-+6 (ferner wegen 
(47)) uw | 26 folgte, und diesen Fall haben wir oben ausgeschlossen. Leicht 


zeigt man 


lu | 
Gi7 = {P—2Ta—1+) T2@— |, Gy = io|(eee— 1), , 


Aus letzterem folgt O(6j;) = (E a— 1). und so ist 


a 


a 
=|2-@ = 1 
(54) a=, | 
eine Invariante von G,,. Dabei gilt (wegen 2+a): 
A (E, alfa. 
(55) d oe ! , 


Wir bezeichnen mit d’ den komplementiiren Teiler: 
(56) dd =~. 


; emia : Betas te 
Nunmehr zeigen wir, da® man alle nichtisomorphen G,, schon bei der 


schrankung 
(57) b = d’, 2d’ oder 4d’ 


erfaBt. Denn setzen wir 
Pp’ = Pir, Tl’ = Py Tz—5y ((z, «) = Eu 
Man sieht leicht nach, da P’, Tr’ ein mit P, Tt gleichberechtigtes Klementenpaar 
; r , Ul ore f — TT at 
ist (darunter verstehen wir, daB Gy, = }P {$11} mit O(P’) = 00, O(N) =u 
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gilt). Ferner berechnet man 
Teli ae ioc Tile a De Te el 
(2b = (a + 1) (2@ + (a — 1)y) + 6 (mod w)). 
Andererseits gilt 


T2 p = PTr2¢, Tl Pp = P—1Trats . 


Vergleicht man diese miteinander, so sieht man, daB bei Ersetzung von P, TT 
durch P’, 1’ das Parameterpaar a, b in a, 6’ iibergeht. Ferner laBt sich fiir 
passende x, y, < erreichen, daB 

b’ = (2fa-+ 1), 6, 1). 
Andererseits folgt aus (54) 


| b 
db’ =|« ne 14 (2(a + 1), b, 1) = (2(a2 — 1), b (a — VD). ele — B26, 0) = 


= a = 


=—,u, oder 2u. 


Hieraus und aus (56) folgt, daB fiir 6’ nur die drei Werte ¢’, 2d,, 4d’ méglich 


; yet oe ; u i 
sind, womit die Behauptung tiber (57) bewiesen ist. Wegen = a* — 1 und(54), 


(56) muB auch 

(58) dja — 1, d’'i\a+l 

gelten. Dies und (54) ergeben auch 

(59) (d, d’) = 1 oder 2. 

Nach diesen haben wir folgendes gewonnen. Simtliche G,, (bis auf Isomorphie) 
gewinnt man auch schon so, dah man © nach (56), (59) zerlegt,@und b nach 


(58) und (57) wahlt, ferner auch auf (u =) 2 dd’ | (a — 1) (a + 1 + 5) achtet. 
Es ware leicht unter den so verbliebenen G,, die nichtisomorphen heraus- 
zuscheiden, wovon wir aber Abstand nehmen. Wir wollten blo& zeigen, dal} 


ein nur von einem Parameter d | d ‘| abhaingiges volles System von nichtiso- 


morphen G,; sich angeben laiBt. Wir bemerken noch, daB }P2, 1?! eine ABeLsche 
normale Untergruppe von G,, vom Index 4 ist. Die Untergruppe }P, T?{ ist vom 
Index 2 (also auch normal), ihre Elemente (=~ E) sind von unendlicher Ordnung, 


dagegen besteht die Nebengruppe }P, 12! TT aus lauter Elementen endlicher 
Ordnung. 


3) Fir G,, gilt 
Bio — }P2T2, PM, Ge 


Keine der Untergruppen G, 1’ ist normal, die Untergruppe }P2, T2{ ist wieder 
Apgisch und normal vom Index 4, die Elemente der Nebengruppe }P?, 1?! Pt 
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= , ») . “ ° +. . f . 
sind von 2-ter Ordnung, die iibrigen Elemente (£F) sind von unendlicher 
Ordnung. 
4) Fiir G,, gilt 
G5, = {Pa TT28, ‘ G. = \TT2) 
ate, oo eee : 
Wieder ist }P?, T?{ eine Abelsche normale Untergruppe. Wir zeigen, dali die 
eos aes = te) schon alle nichtisomorphen G5, sind. Setzt man naémlich 
Pp = P Tl**, so ist P’ ein mit P gleichberechtigtes Element (d. h. es silt G 
eins, % ; : 
= }P"} }1t} mit O (P’) = ~w). Wir berechnen: 
TEP! = PY —1 TT TF 2+ 20 


530 aom 


Andererseits gilt 
Wee Pa an ee 

Diese zeigen schon, dafi sich der Parameter g bei passender Wahl von a auf 
einen der Werte 0, 1 reduzieren laB8t. Im Fall y = 0 ist unter den Untergruppen 
G, I nur die zweite normal, im Fall g = | ist keine dieser Gruppen normal. 
Uber den Fall g = 1 bemerken wir, daB dann G,,. auch Elemente zweiter 
Ordnung enthalt, diese sind namlich die und nur die P'W— (j= + 1, + 3,4 5,...), 
die tibrigen Elemente sind (auBer dem Einselement) von endlicher Ordnung. 
Wir wollen auf folgenden interessanten Umstand aufmerksam machen. 
Betrachten wir wieder alle Parameterwerte g (= 0, + 1,...), fassen aber z. B- 
nur die ungeraden g ins Auge. (Nach obigem sind die entsprechenden G;, alle 
miteinander isomorph.) Die Transitivitatsklassen von J’ sind die folgenden: 


Zunichst sind die? (k= 0, + 1,...) lauter Fixelemente, hierzu kommen noch 
| g| (unendliche) Transitivitatsklassen y von der Form Ti¢* 28? (; = 0,+1,.:.), 
wobei a eine der Zahlen 1, 3, ..., 2}g|—1 ist. Dieses Beispiel oo 


uns, daB in einem Zappa —SzbPschen Produkt G = G J die Natur der Transiti- 
vitatsklassen der Faktoren G, /’ sich stark indern kann, wenn man auf eine 
Aquivalente Reprisentation iibergeht. (Auch im Fall 2) sehen die Transitivi- 
titsklassen von I’ ziemlich bunt aus, wie man das von (47,) abliest.) 


§ 7. Bemerkungen iiber den Ausnahmefall vou § 5 


Wieder betrachten wir den Fall von zwei unendlichen zyklischen Gruppen 
G = {P{, '=$t{. Im Satz 2 haben wir bei der Bestimmung der Lésungen 
AA | AA der Bedingungsgleichungen (4), (5), (6) von Zappa den Fall mit 
(60) AAA, AASEA (Ae he Aeee) 
ausgenommen. Wir wollen einiges tiber diesen Ausnahmefall bemerken, um 
hiermit der Lésung dieses restlichen Problems naher zu kommen. 

Wir wiederholen, da8 nach’ die fraglichen Lésungen sich auch so charak- 


terisieren lassen, daB alle Transitivitatsklassen (4 E, £) von @ und P unendlich 
sind. Gibt es unter diesen Transitivitaétsklassen A ie eine selbstin- 


96 L. REDE! 


verse, so sprechen wir kurz iiber Fall a, sonst sprechen wir iiber Fall 6. (Wir 
konnten die Existenz keiner dieser Fille bekraftigen oder widerlegen.) 

Fall a bedeutet, daB es ein Paar A (4 E), A (= E) gibt, wofiir eine der 
Gleichungen 
(61) AA = arly, (AN SAT (AAE, AE) 


gilt. Nun besagt aber Hilfssatz 14 fiir diesen Fall, dal} beide Gleichungen (61) 
einander gegenseitig bedingen. Hieraus folgt auch, da im vorliegenden Fall a 
beide Gruppen G, I’ mindestens eine selbstinverse Transitivitaétsklasse (~ B, E) 
enthalten. Ferner sieht man, dafs (61) auch gleichbedeutend mit 


(62) (AA)? = | 


ist (mit 1 bezeichnen wir hier das Einselement von G = G@ 1’). Da (62) unméglich 
ist, wenn aus den Gleichungen A = E, A = € nur die eine gilt, so ist Fall a 
gleichbedeutend damit, daB es in 6 = GI’ Elemente zweiter Ordnung gibt. 
Thre Zahl ist dann unendlich, denn zu jedem Element A bzw. A einer unend- 
lichen Transitivitaitsklasse gibt es ein A baw. A mit (62), d.h. mit O(AA) = 2. 
Genauer gilt auch, dai zu jedem A oder A héchstens nur ein A bzw. A gibt, 
so daB O(AA) = 2 gilt, denn ist z. B. A vorgegeben, so existiert héchstens 
ein A mit (61,). Wenn also z. B. A die Elemente aller selbstinversen Transitivi- 
tatsklassen (4 E) von G durchliuft, so durchliuft das nach (62) bestimmte A 
ebenfalls alle selbstinversen Transitivititsklassen (54 E) von I’, gleichzeitig 
durchlauft AA alle verschiedenen Elemente zweiter Ordnung von 6=G@T. 
Ks ist leicht aus einem Element zweiter Ordnung AA weiteré soleche abzu- 
leiten, so dafi man seine Konjugierten bildet. So ist z. B. auch 


3-14 A B— ABA BAB 


von zweiter Ordnung. Folglich sind alle A BA B—! (B € @) verschieden und sie 
gehoren in selbstinverse Transitivititsklassen. Das ist im wesentlichen alles, 
was wir tiber Fall a feststellen kénnen. 

Fall 6 scheint noch schwerer zugiinglich zu sein. Wir miis-en uns jetzt 
mit der armlichen Feststellung begniigen, daB dann wegen Haupthilfssatz 
2 sowohl G als auch J’ mindestens zwei Transitivitiitsklassen (4 E, €) enthalt. 

Man kann das Problem der Bestimmung aller Lésungen (2) von (4), (5), 
(6) (in beiden Fallen a, b) folgenderweise umformulieren. Man definiere zwei 
Funktionen /, g durch 

(px) __ proxy) | (Tx) PY _ Tew) | 


Dann lauten (4), (5), (6) so 
f(x, 0) =a, f(0,y) = 0, g (x, 0) = a, g (0, y) = 9, 
f(v,y +2) =f (f(x,y), 2), g(x,y +2) = 9 (g (x, y), 2), 
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fa+ry2z)=f@z)+fygle)), g@+y,2)=g(e,2)+ 9 (yf (z,2)). 
Diese Funktionalgleichungen scheinen noch schwerer handlich zu sein als die 
urspriiglichen (4), (5), (6). 
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K TEOPHUM PARTOPH3YEMDIX PY, | 
A. PSA (Cerez) 


(Pesi0me) 


Iycts G, 2, @ o6o3nayawr Tpu rpyumo., Kew 

(1) GCL 
nogpasymenaa, uro AA(AeG, Ae) oxsatiosaer Bee pasiMunne 91eMeHTDL @, rorya uacr- 
une rpynun G, /' HasbiBaeM KOMILLEMCHTAPHEMM (PAakTOPAMA rpyuitHl 6, a camy rpyuny @ anro- 
pusoBanHol rpyunoi. Paxtopusyemne rpywis ObitM WCCIeLOBAHDI Serine, IE Cerne |] iE hOy 
u apropom [2]. B ocnose Bompoca AemuT Teopema Saula: 

Eceau yaa rpyum G,/,@ umeet mecro (1), Torda uMeeTcA ABA OAHOSHAYHO OMpeTeseH- 


Hble (pyHKMMH 


(2) AA eG, AA(er) (AcG, Acl’) 
CO CBOHMCTBOM 

(3) AA = AAAA 
HM ¢C CBOHCTBAMH ; 

(4) AE =A, BA=E, AEF =A, EA=E 

(5) ABC = (aC)B, ABC 2 (AB)C. 

(6) (apy = aCBC4, (aB)C = ACB Be. 


i Acta Mathematica 
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HW naodopor, ecaun jann, rpynun G,/° o KOTOpHX upeANOLOAUM, YTO HMeEWT OOM eAHBHI- 
Hbii pIeMeHT HO Apyrux OOMAX vIeEMeHTOB He HMeWT, TOrta 10OHe pemenna (2), (4), (5), (6) 
¢ yuerom (3) oupexetaer oxny rpyuny @ co cxoiicrsom (1), MponsBeqeHHyw 91emenTamH Gu J. 

Coraacuo 9ToMy cocraBienue rpynu @ uo(1) qa Jannnx rpynn G, J’ cpexeno kK pemenHDO 
CUCTEMH (PYHRIMOHAIbHNX ypaBHeHHil M NO9TOMy 9TA galaya ABIACTCA OCHOBHOM wWpoOOseMOl TeO- 
puu 3anna—Cen. Emme Jo cero Bpemenn HH B OLHOM CAy¥ae HE OHIO LaHO KOHKpPeTHHX peme- 
Hult. ABTOP CTABUT WeAbO pewenne vTOH MpoOseMB B CLyYAae C UMKAMYeCKHMH rpyunamu GY, /) ¢ 
UpequotoKeHueM, ITO rpyuia G OeckoneywHa (CayyaH AByx KOHeEYHHX rpynu GZ’ 6yzer pasdu 
parbea Bp cooduenun Il.) — B crygae koneunon rpyunt J, npo6semMa loAysHia morHOe pemie- 
Hue. Ecau u J’ GeckoHeYHO, Tora aBIOp MOL PeWHTb TOIbKO YaCTh WpoOAeMH, HEpaspenleH- 
HHM OTCTAACA BONpPOC TeX peMeHHit, JIA KOTOPHX COOTHOMeHHA 


AA + AAA + A(AcG, A + E,Ael, At E). 


Ecerja uMewr mecro. I]O Bceii BepoaTHOCTH, TakorO pelleHusA HET. OHH upocTo, HO uHTepec- 
HHI upumep: ecin G u J’ Oeckonewsne unkAnYeckne rpynus, P u JJ npowsnoxamue v1emenTH 
9TUX Ipyll, TO PyuKuHH 


is (Se 


; Pi = 
(Pi) Pi (ik = qpk+2gik (t,k=0, +1, +2,...) 


AawT ONO pemlenne re g ABAAeTCA NeANM YuCIOM, Jatee k = 0 nan 1, k= k (ox 2). W3 rpynu 
@, OTHOCAMUMCA K BAeCh UPUREEHHHM PeMeHHAM, BCE HE HIOMOPPHHe THON BHABIAWTCA HS AByX 
cayyaesn g = 0, 1. 


1 e m EP 7 = 
Crooxu ,[ J‘ — ykasneawr na cHHcok amrepaTypH, IpHAOReHHB K HeMEILKOMy TeKCTY. 


KR TEOPMH HPEAEAbHDIX TEOPEM 1s CYMM HEBABHCHMBIX 
CAYYAMHDIX BEAMWUMH 


Ynxex-koppecnonzenr AMHO®PE, PEHBI (Byxanemr) 


BBEAEHUE 


Hycrb M—uekotopoe mucaecrso saementon a, b,... (B JaabHefimem 
M OyAjeT uaszbiBan OCHOBHHM mpocrpaucrrom), P — Gopeaesckoe noae noAMHo- 
swectap A, B,... upocrpanciza M nm u(A) — uenpepnenaa mepa Lebesgue-a. 
onupefesenHad Aaa AeP; upeanoaomum MeP un u(M)—1. Usmepumyw ovrnocn- 
TCAbHO M BemeCTBEHHY!O ®yHEINIO § — &(a) (aeM) nasnpaem caysaiHoi BeamunHol, 
yepes H(§<a#) 0603Ha4uM MHOReCTBO TeX deM Aaa koropHx &(a)<x% Hw 1OlOmUM 
Pl§<uj=u(E(§<2)); vr. e. P[§E<ax] o3nayaer BepoaTHoctTh coonrus E<g, 

B nacrosimleli CraTbuw U3y4aioTcH HeEKOTOpHe CuHenMaAbHAle.. WOCAeAOBATeAL- 
HocTH clyyaliHHx BeanunH £,==5,(a)(n—1,2,3,...) Kawgand 43 KOTOPHX npH- 
HUMaeT ANMG KOHETHOe 4NC10 PasANYHHIX 3HAYeHHH! W OOAAAaIoINe CBOcTBOM, 
qro &,(a) ==§,(b) aaa Beex n—1, 2 3,.. He BO3MOKHO. ecan ab (Kpome OuITS 
MOKeT AAA TOUeK a, b HeKOTOpOrO MHOKEeCTBA MepH Q); Takue TOCAeAOBATeAb- 
HOCTH CAyYaHHX BeANYUM OyAeM HasblBaTh MAKCHMAADSHHMO. 

Ilycib {§,{ — MaKCHMajbHad NOCAeAOBATeABHOCTH HesaBucHMBX CAyVAHHHX 
peauyny, C,—=§+&&+...+&,, u moaomum M(C,)— Az, M ((f,— A,)) = 
= B,?, rae M(é) o3nayaer maremarnyeckoe OkUAaHNe BeANYHHb §, 7. e. 


M(§) = | Sy 


M 
H UpeAuoAoRuM, YTO 3AKOH pactpeselenusa BeAMINEHI 
n ae ie re ZN 
pee 
B, 


CTpeMUTCA AA N>cO K HOPMAIHOMY 3aKOHnY 


t? 


(1) O@)—=5= [ead 


1 Or proro orpaHMeHHA MOaHO Ont GH OCBOGOAUTECA. 


Thi 
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co r< 
B wacrosmei padore AoKasvno, YO eCAM Mepa “ 3aMeHACTCH KAKON-AMOO Ap)- 
roli Mepoli uw’, KoTOpasdt adcOAIWTHO HenpepbBHa OTHOCHTEALHO uw, TO MpeszeAb- 
Hblii 3QKOH pachpeAeleHHA WOCAeAOBATEADHOCTH yy, OCTACTCH HeH3SMCHHEIM (He- 


« 


CMOTpPsA HA TO, TO OTHOCHTCALHO Mepbl a BeAU TNA Se Boodle He ABAADTCA 


HeSABICHMHME WH MX BakOHE pacupesesennaA coscem usmeusiores). C aApyrumu 
caoBamn, ecan A, (x)= EH [n,<x] u3 


(2) lim « (A, (x) ) = @ (x) (—co < # = <a) 
n—-co 

caeayer 

(3) lim ise (Ae (2) ) = Pix) (— ne< 2< +o) 
Noo 


ecAN TOABKO «’ AOCOAIOTHO HeNpepHBHAd OTHOCHTeALHO «.2 YKAasaHHOe CBOLCTBO 
MAKCHMAABHEIX WOCIeAORATeEALHOCTeH CAYYAVHHX BeAMYWH ABAAETCA CAeCACTBUeM 
TOTO, 4TO MOCAeAOBATeAbHOCTH MHOKecTB A, (x) UMeWT  ,,Wepemellamnueca 
cpolicTna’, 3Hauyur aad Bcex AeP mMeerT mecTo 
(4) lim } u (A.A, (2)) =» CA) oA @ 0. 
n—-°Co 
ITO CBOHCTLRO MOKHO BHPABITh TakKe CAeAYHOUUM OOpasom: CAYYaHuNe 
BEAN UHHH 7zABUpeAelAe HEZABHCHMH OT BCAKOH CAYYAHHOH Be- 
ANYHHH §; B camMom Jeane, nycrh A = H(E< y), vo 3 (4) noayauM 
(5) lim | P [qn <2#;8<y] —Pl[m<2#].P[E<yH=0. 
n—-co 

Han6oaee npocroi npimep makcnMadbHol nocaeaonareabnocTn noayunM, 
ecan 3a M upumem orpesox (0,1), 8a uw — obnmnyo mepy Lebesgue-a nu ga E, — 
oynKmun Rademacher-a, vr. e. §; = Ry, (t)—=sg (sin2" at) (0<t<1). B camom 
Aeae, 3Hayenne ¢ OAHO3HAIHO ONpegedAeTcH BsHAYeHHAMH RA, (t),rn—=1,2.3,.. 
TAK Kak 


> 


1 NA) 
> =o Qn+1 


n=l 


(6) Fee 


B srom calyyae Ham pesyabrar Mower OTB ChOPMYAUPOBAH CAC AYONLUM 
Aan . Tem r 7 
o6paszom: Hycrn A, (w) osHauaer MHOMeCTRO TeX BEMLeCTREHHHX Wwcea t Ost= 1) 
B pasAOIKCHA KOTOPHX 10 ABOTYNOM CucTeMe pasHuna MeaxKAY wWCAOM HyAe 


‘ xy n 
UNCIOM CANHUNEH CpeAl Nepewx n Wop ue upeBocxogur - Le H WyeTh uw He- 


“ 


KOTOPAi a0C0.110THO Helpepbhl Bast mMepa 


(7) u(A)=JaA(bde 
A 


ar Ts TA CO vaul 1aep va r 
lo ae Camoe Meer Mecro, ecan MPCACAPUDUL BAKOH PACUPEACICHI BEMMIMH ay OTIMGA- 
eTCA OT HOPMAIHOTO BakOHA, HO MA OrpaHnuuMes 
CAY WAH, 


pacemMorpenHeM sToroe nHandosee BagkHoro 


O CYMMAX HESABUCHMBIX CAYYAMHHX BEAU 101 


: 1 
rae /(t) n3MepuMad HeOTpHnatTeaLHad oyuKunA u \2(t)dt—1, roraa umeem 
0 
(8) lim «(A, (x) ) = @ (2). 
noo 
1 


——A 


Paccmorpum vacrubi cayuaii jee (r> 0): vorga (8) papHocuaHo cae- 
7 


: a (r) 
Aylomemy yrBepkAennw: nytb A,’ (x) o3HAayAaeT MHOWKECTBO TeX BelIeCTBeEHHLX 
uncea ¢(0<¢t=<1) Aan KoTOpHX B paziOmeunH NCAa ¢f nO ABotanol cncreme 
pasHula Me#AY YHCAOM HyAeH HM 4NCAOM eAHAHeH cpean lepBHX n nep He 


aVn 
NpeBOCcxXoABT icy ee TOrAa MMeemM 
(9) lim |AY’ (a)| = & (2) 
N—->0°O 


rae Py (x)| o3Hayaer O6nuHyIO Mepy Lebesgue-a muomectsa A” (a). 

SaMeTHM JUMIb YO YCAOBME MAKCHMAABHOCTA He ABAMeTCA OVeHD OpranH- 
THTCABHHIM, TAK KAK BCAKAA DOCACAOBATEALHOCTH He3aBHICHMBIX CAyyaliAbXx Be- 
AMYHH MOKeT ObITh IpeppalleHa B MAKCHMAAHYW OTOKACCTBAAA BCe TOUKM B 
KOIOPbIX 3HaveHHA §, COBNaAAWT JH BCeX nN, T. e. TepeXOAH K paccMoTpeHHO 
’akrop — mpocrpanctsa npocrpauctsa M 0 nekoropomy pasz0nenuw. Uro Kaca- 
erca TeOpuy U3MepHMEIX pasOneHni upocrpaHcTBa Lebesgue-a u nooOme Teopun 
mepht Lebesgue-a, mil GyAem noab3soBaTbca pesyabraramn B, A. Poxanua[1]. 

O6napyxenHad YCTOHINBOCTL UpeAeALHOrO pacipeseacuuA pH u3MeHeHUA 
BEpOATHOCTHOM Mephl CBHAeTeALCTBYeT O TOM, YTO DpeAeALHHe 3aKOHH TCOpHH 
BepOATHOCTeH He TepAlOT CHAY, CCAM OOLMHHE MpeAnosonennA (HalpuMep Mped- 
NOAOHeHHE HeZaBNCHMOCTH) B HEKOTOPOH CTeneHH HapyMawTcs, Kak BTO XOpomo 
u3BecTHO H3 uccAefoBannax C. H. Bepumretiua u [2] Ap. 0 caado sapucn- 
MBX CyWaHHHx BeAuINH. B camom ede, pesyAbTaTH HacroAlel paooTH MOryT 
OHTh UCTOABKOBAHH, Kak Aawmne O6oOmeHne NpeACAbHHX 3akOHOB TeOpHl Be- 
poATHOCTeli Ha HeKOTOPH KAacc Ca60 3aBNCHMBIX CAYYAHAHX BeANIMH. 


§ 1. OCHOBHHIE ONPEJEAEHMA W OBOSHAYEHAA 


Ilycts M — ocnopnoe mpocrpancrso. P 6opelenckoe node ToAMHOKECTB 
npocrpanerna M, «(A) — snoane adAnTHuBHad HeOIpuuaTeAbHad PYHKNUA MHO- 
mecTB, oupesedennad ua P. IIpeauoaomum aro Me P u u(M)=1. Aaaee To 
eclu «(A)=0, n Be A, ro Be P (a caegosareanno u(B)=0). B stom 
caysyae M na3nbaerca UpOCTpaHCTBOM C mepod. JleMeHTH MpocTpan- 
crga M 6ygeM HasbipaTh TOURAMH MH OGOsHATNTD MaAbIMM OyKBaMM, aaemeTH P 
Ha3sbBaeM U3MepUMEIMH MHOWKECTBAMH HM OOO3HAGNM GOOAbINNMH OyKBAMH. IIpea- 
nosoxuM, 4YTO upocrpancrso M cenapadeabno, 7. e€. ¥TO CylecTByeT c4eTHAs 
cuctema ./ —} D, { u3MepuMBIX MHOMECTB, KOTOPAd ABAAETCA OASNCOM T1POCTpaH- 
erga M, 3HaunT oOJagaeT cAeAylOMuMM ABYMA CBOCTBaMH : 
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B. 1. Jax a6oii nap tover a, b, ab, upocrpaucrsa M (Kpome OLITh 
MOskeT TOWRK MHOMecTBA MepH Q) cymlerByeT MHOKecTBO D, € 4 KoTOpOe CoAep- 
KUT TOABKO OAHY 3 TOWeK, a, D. 

Bb. 2. Iycrs P (74) naiimeupmee Ooperepckoe noe NOAMHOReCTB UpoOcTpan- 
etna M xoropoe coaepskur Bee muoxectBa D, cucremb ./; TOrAa AAA BCAROTO 
usmepnmoro A cymectByer coaepikamee A MHOIKEeCTBO Be P (4) Kxoropoe moa. 
O roxgectBenHo c A vt. e. u(B— A)=0. 


Tpeanoaoxum Aaapime ur0 M apaserca 10AHbIM OTHOCHTeAbHO CBOerO OasHca, 
T. @ JAM BCHKOM MOCAEAOBATEALHOCTH NaTYPAAbBHX YCEA Ny< Ny... SMQeee 
cyulecTByeT TOUKA @ TAK ITO a3 Da n aéD, ecan w5-m (k= 122-27 
Hs B. 1. caeayer uro TOUKA @ OAHOZHAYHO ONpeAelena, T e. CCAM MOAOKUM 


o~ 
D,=D, 1 D;’=M-—D, 10 scanoe muoxectso J{ Drage i, = +1, oauo- 
n=l 

roueuHo. Cenapadeabuoe H NOAHOe OTHOCHTECABHO CBOeTO 6a- 
BUCA MpoOcCTpaHCeCTBO C MepPOl HasHBaeTCA NpOCTpaHnHCcTBOM 
Lebesgu2-a. B aaanelitiem mpeanoloncum 4uro npocrapaerso M c mepoi ee 
aABAseTca mpocrpauctsom Lcbesgue-a, u KpomMe TOPO, 4YTO Mepa uw HeUmpephBHA. 
T. e. uro B M uer rovek nojosKNTeADHOH MepH. HsBecTrHo, aro MpocTpaHcTBo 
Lebssgue-a © HelpephHBHO Mepofi NO MOAYA OC U30MOPeHO eANNHYHOMY OTpesKy 
c vdnuHO mepol Lebesgue-a. (Cu. [1.]) 


§ 2. MARCIMAADBH DUE NOCAEAOBATE.ABHOCTI HESABILCHMBIX, XLEMEHTAPHDIX 
CAYUATHDIX. BEUIMUHH 


Hlycrn M npocrpascrso Lebesgue-a © nenpepnBHoll Mepoii u; M moxer 
OHITL paccmarpuBan Kak WOAe BeponTHOcTeH B cmBicae A. H. Roamoroposa, 
Bemecrsenuyio oynknum §—=£(a), (@¢ M) onpegeaenuyo na M nsamepumyw 
OTHOCHTeADHO uw OyAeM HashBATh ClY YAH HOH BeAnyYnMHOH. Cayyaiinyw 
BeANINNY, KOTOPAA UPNHNMAeCT ANIME KOHeEYHOe THCAO Ppasanuy 
HHX 3HAYeEHAH, HASH BAeM DIeMeHTAPHOH cayyahnod Beanun- 
HOU. Hyer £ — nocaeaopareabnocrh D.ICMCHTAPHHIX CAYUAHHHX BeANINH, 
nolomauM , Ly, — EH (E,— atx) (K=1,2,...,.K, 1 n=1,2.. .)} IpeAnosow*wuM 


Aadee YTO BEANIE En HesaBieuMbl T. @. 4To 


(2.1) u 


2 iP 
| / Bs|=H u (Eo x.) (% << % <<... <M). 
i=1 ; t=1 
Brejem cleaylomee ompeaesenne: 


M. 1. Wocaeqosareannocrh wesapncaMHXx sleMeHTAPHHX 


CAYTAHHHX BeANIAH E, HASH BACTCH MAKCHMAALBHOH ecan 


nS §,(@)=§, (6) aad n=1,2,3,... caeayer a=b (kpome OunTE 
MOET AAA TOWER a, b HeKoTOpoOro mMuHoOxeCTBA MepH O), 
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Tak kak uzzectHuo (em. [1]) 470 B cayuae npoctpaucrea Lebesgue-a B. 2. 
AvAgetca cAeactenem B. 1., noayunm 
M. 2. Wlocaeajovareabnoctrh nesapncuMux aAeMCHTAPHHX 
cAyiaHuux BweaAninn (£,) MakCuMaALHAa TOrAa H TOAKO TOrdAa, 
ecAuw cuctema 4=)E,{ rae Ly,—EH(E,—-z,) apaaserca 6a3ncom 
upoctrpanctza M. 

Beakaa 0cieAovateabnoctTh HezaBHCHMUX BleMeHTAapHEX CAyyAaliAHWX Be- 
ANWHH MOKET OUTL UpeRpalllena B MaKCUMAABHYW C 3aMeHOM NOAA BepoaTHOcTed. 
Lb cawom aeae nycthb Dy=E, + £Ew2t+... + Ey (k< K,; n= 1, 2,...), 


— | a 
aD 8 Dns - as Dz, “ O6osHayHu yepes C BcaKoe Henycroe MHO- 
HecTeo Bula U Tee nk TAC tp, +1; wHomectza C ue nepecekawrca u n0- 


_*xEpHeawt, M- TakHM OO0pasoM MEI OAYIRM H3MepHMOe paz6neHHeE UpocTpaHcTBa 
M, sxoropoe o60sHauum yepes R. Muomectza C moryr 6nTb paccmaTpHBaHH 
kak TOWKM HOBOTO UpocTpinctea N. Iloamnomectso X muomectaa N 6yaem ua- 
3HBaTb H3MeEpHMHM. eCAH coBokynHOcTL Y tex Tovek a, kOoTOpHe ipuHaa~semat 
& HeEOTOpomy CeX uzmepuma, wu noAomum yv(X)—wu(Y); upocrpancrzo N c 

_wMepoi vy HasHuaeTcCA akTOp-npocTpaHcTsom wHOmecTza M uo pazénennb R, 

#8 OGozHasaeTca sepes M/R. Benay toro 410 eakTOp-upocTpaHCTLO NpocTpaHCTBa 

L-b-syu2-a 00 HeKOTOpOMy ero H3MepHMOMy pa3zOneHHW ABAAeTCA Takme Ipo- 

_erpascteom L-b-sguz-a (cy. [J]) N ¢ mepoii vy 6yger upocrpanctsom Lebesgue-a; 

AerkO BHACTS ITO Mepa vy HelpephisHa Polen H TOABKO TOrAa eCAH UOAOKUB 


eta MexP Bal: pan s Gn PAaCxOAnTca. 


o> n=1 


§ 3. HHBAPHAHTHOCTH TIPEAEABHOTO 3AKOHA IPH 3AMEHE MEPHl 


IIpemae Bcero AOkamem CAeAyWULyO Aemuy: 


Aemma: Uycrs of u f? nesapucnmue cAvaiune BeAnInHH 


tn = +9? gaa n=1,2,.--; uyets F,()—P(y,<2), AaaAbme 
For) —P (gf? < x) aaa f=1.2. Ecan lim F, (2) =F (a), (— e<2<+ %) 


ieee 
rae F(z) neupepuenad SyHEMNA pacupegzedeuna u lim FO(2)=0 


yee ae) 

J 7 : a), =e 

ecan ¢— 0 0 lim FO x7, =1 ecanz>0, TO uMeem Takxe lim F(x) = 
NCO hii—0co 


= F(z) (—_co< %< + oo). 

AoKkaszaTeAbCTBO ACMMH: 
yc f, (= MU (7) XapakTepucTuueckad yHENHA panes Nn: Aadbure 
[? @j—M (an?) XapakTepucTHuecKad DYHEMMA BeANGNEL i? (j=1, 2) # Hakone 


§ 
Te 


@— | #tdF@). 


104 A, PEHbI 


Toraa mumMeem 


(3.1) lim f, (t) = f (t) 
nao 

il | 

(3.2) lim fe ea 


Tax xan f, (€) = f(t) f , ws (3.1) mw (32) caeayer yTO 
(3.3) lim f{? (t) = f (2). 


NO 

B cnay uspecrool Treopemb 0 XapakrepucrmyecknX &yHKMNAX (3.3) paBHocuAHa 
yTBepKACHHIO ACMMHET. 

Beem Telepbh HekoropHe OOo3HaueHHa: nycTh P4(B) o3nayaer ycAOBHYO 

P (AB) 

BepoaTHocTh coontua B upu ycaosnn A, 7. e. noAOmUM Pa(B) = P(A)” Ecan 
F(x) =P[S <a] — oynkuna pacupeaeaeuna cayualino Beanuunn &, TO 0603- 
Hayim uepes L(x; A) yCAOBHYIO ®YHKIND pacnpeszeleHnA BEANYAHA Opi yCAOBUA 
A, T. e. 1010xuM 


(3.4) F (x; A)=Pa(& <2). 
Aokxaxem Tellepb CAeayoulyio Teopemy : 
TEOPEMA 1. I[lycerh {&,{ — MakcuMaabHad nocaegoBareab- 


HOCTbh He3aBUCUMBX DACMCHTAPHHX clayyahHHxKX BeAHUHAH, 
Ch = 8 -+ + OP et) Rae M (€.)=A, " M (cn wz Aly) —=D as pe A- 


nozsoxumM uto0 B,>oo. [lycrs m= Se, F, (@)=P(y,< 2%) «A 


HEKOTOpPOe CoOHTHe, u(A)>0. Ecan 


x i 
(oe) lim F', (x)= @ (@) == fe > at (-w3w<a< +o) 
Noo V Qu 
TO HMeeM TAKKE 
(3.6) lim F’, (x; A) = @ (2). 


noo 
Jjokasareancrso Teopemm 1. Iyer Fuk = H(§, =) (k= K,; 


N 
n==1,2,...) MpeAnoaoxwum BHayaae, vvo A — //H,,. Toraa Cy nocrosnnad wa 
: : 


Soke 


A,Cy(@)=Zy Ada aeA 1B cnay HesapucnMocTn Beandon £, uoAyuM Aaa n< NV, 


(3.7) Tike (x; A en Te (ip N < 2%) 
rae 
(3.8) 1, Noa yee 


B. 
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lycrp 
(3.9) ey ee 2, 
Be 

TOrAa umMeem 
(3.10) lim P(t,< 2% = peat a0 

Riese (lecan x>0 
Tak kak B,> co. [pnmenaa Jewmy c¢ n> —an 4° == ,, NOAYYUM 
(3.1.1) lim P (j,.v <%)= ® (a). 

hoo 


al 
Takum o6pasom Teopema 1. Aokasana B yacruom cay4yae, ecan A meer BHA 


N 
I EL , ; HO TAK Kak aMeem 
r= i r 
Par (EH; 
(3.12) Lg (abi Say Hey aE ag ean Das Sle eth 
3 eet 0 


j—1 


F,, 'x;; B), 


ecln H;H;=0 aan «+4, cpasy caeayer, aro Teopema 1. nepna tase ecan A 
N 


ecTh CyMMa KOMeUHOrO YNCAAa MHOReCTB BuAA J/ 

r=1 

(3.6) umeer mecTo, ecan A IpHHagaeKuT Kk HaiMenbiemy GopeleBcKoMy 110.10, CO- 
N 


Ex, ; 3 Toro CAeAyer, IO 
r 


Aepxailemy bce mHOxecTBa BHAa I] L,; 
r=1 


MakcuMajbua, 9T0 3HauuT (cm. M. 2 0 B 2) uro (36) umeer mecro Aaa BCu- 
KOrO H3MepHMoro MHOKecTBAa A, H TaKHM OOpasom Teopema 1. AOKaszana. 
Tenepb nepelizem kK AOKAZATeEALCTBY TeOpeME! O BaMeHe MepHT: 


Tak Kak nocaegoBatelbHoctr {&,} 


. 
2) 
r 


TEOPEMA 2. Ilycrb mw’ oTHOCHTeABHO uw AaGCOAWTHO HEeDpe- 
pHBHAaAA Mepa, 


(3.13) ua’ (A) =Sa(a) du 


A 


rae A(a)>0 n3MepuMad 10 wu OYHKEANA, onpededtenuan Ha M, u 
(3.14) fa (a)du—1. 

Toraa up ycaosuax Teopemnb 1., ecan noloxum A, (47) —H(y, <x) 
umeeM 

(3.15) lim w’ (A, (x, ) =@ (2). 


Noo 


AoxasatreabctTsbo Teopemil 2.: 

IIpeqnosoxum BHayase, 1T0 1(a) ,,KyCOUNO nocTosHHadA’ PyHKUAA, ApPy- 
THMH CAOBAMH, YTO A (a) MpMHUMaeT AMI KOHEIHOe YACAO PAZAMYHHX SHaveHHI. 
1 (a) =i ecan aeA;, 1=1,2,...7. Ilyerh « (Aj) =o; rorga us (3.14) Haxozum 


(3.16) > kai =1. 
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OuvebHAHO nMeeM 
(3.17) u (A, (2) ) ==> hicti De (X,5 Aj) 
jaa 
n nosTomy upumensaa Teopemy 1 u umed (3.16) B RnAY caeAyeT 


(3.18) lim p’(A, (#))=@ (x); 
Noo 

9To sHauny, uro (3.15) uMeer mecTo, ecan /(@) KyCOdHO NOCTOAHHA; 13 sTOrO 
caeayer, uro (3.15) BepHo, ecan /(a) orpaHnuenHad &yHKINA (Tak kak BCAKAA 
OPraHnueHHad U3ZMePUMAA DYHKUAA MOKeT ObITh kAK YFOAHO TOYHO UpHOAMKeHA 
€ TOMOM[bIO KYCOWHO NOCTOAHHHX yHKUN); OTTorO caeAyer To (3.15) uMeer 
MecToO Takike, ecau (a) MponsBOAbHAH UsMepuMad oyHEUA (H (3.14) yAoBaer- 
BopeHa) Takum o6pa3som Teopema 2. AoKaszana, 


§ 4. HEKOTOPDIE CAEACTBIUA Il SAMEVAHHA 


TEOPEMA 3. Iycth b—f(a) n3mepnmoe oroOpankenne 1po- 
cTpaucTBpa M ua camoe ce6a, nH paccMOTpHM Mepy pw, kKOTOpPad 
oupezeleva CAeAYWUNM OOpasom: 


(4.1) W (A)=n( [A]) 


rae f-1 [A] =H(f@)¢A); upeanoraoxum ar0 w abcoawrTrHoO Hen pe- 
pHBHA OTHOCHTeABHO uw. Ilpn ycaosunax Teopemn 1j., ecan 


(4.2) t, (4) = Hn (f (a)) (ae) 
I 
(4.3) G, (v7) =P (3, <2) 
cleayer 
(4 4) lim G, (%) = @ (2). 

N—>90 


leopema 3. caeayer HenocpeacrBenno u3 Teopemm 2. Tak Kak 
A> — 
(4.5) Gi, (%) = u' (E (4, < 2)). 


-, a 
vamewaine O byaKimax Ridemacher-a &B BBeAeHUM (CM. (9)) aRaNeTCA WCTHHM 
cAyyaem Teopempr 3. 


TEOPEMA 4. Ilycrb g(t,u) oyurnus ABYX BeIecCTBeHHHX 
ne peM€HHHX KOTOPAA UMeeT AAA BRCOHKOTO HOHKECHPOBAHHOTO 
8HATeHNA UW OAHOSHAMHYW oOOparnywo oyuEnuD gg, (2) 
(g(g,'(«,u)=2), yern C PACMEHTAPHAA CAYYaHinHad BeAnUnHa, 
I (x) =P(o <a), paccmorpnh™ cayuaiiume peanunan (4.6) 7, 9 (n,, G) 
Hn woAomuM (4.7) G, (4) =—P(I,< x), 
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[pu ycaonuax Teopemu 1 umeer mecro 


+ 00 
(4.8) lim G, (a) = | D(g—-' (a) )dF (u). 
ni—-c90 —co 

Teopema 4, anaaeres ueuocpeacTBeHEHM CAeacTBnem Tecpemn 1. 

Aaavuetimne o6o06menna pesyabraron wacrosmeii pacorn u HeKOTOpHe Ipn- 
MeHeHuA OyAYT AaHH B Apyrom crarbe. SameruM ANH 4TO pe3syAbTaTh wa- 
CLOAMCH PAOOTH CBARABH C HEKOTOPHIMA TpeRAHNMH nCCAeAOKAHHAMH aBTOpA [3]. 

(Ilocrynuao 11/1V 1950 r.) 
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CONTRIBUTIONS TO THE THEORY OF INDEPENDENT RANDOM VARIABLES 


By ALFRED RENYI 


(Summary ) 


Let « denote a Lebesgue measure defined on the abstract space M; let A, B,... 
denote measurable sets. The sequence of random variables (i.e. — measurable real 
functions defined on M) §&, = §, (a) (a€ M) (n = 1, 2, ...) is called maximal if §, (a) = 
= £, (b) holds for n = 1, 2,... only ifa = 6b (except for a and 6 belonging to a certain 
set of measure 0). If § = § (a) denotes a random variable, let MM (§) denote the mean 
value of &, H(§ < x) theevent <a, P(§< x) =m (# (§ < x) the probability of the 
event § < x, Let Pa(B) denote the conditional probability of the event B relative to 
the event A and let 

ENG eA —— AS act) 
denote the conditional distribution function of & relative to A. The following results 
are proved: 

THroREmM 1. Let sEnf denote a maximal sequence of independent random vari- 
ables, each assuming only a finite number of different values; let us put Cp = §; + §. + 
+...+&,, M (tr) = An M((6n — An)?) = Bp and suppose By oo; let us put 


an and F, (x) =P (n,< %) and let A denote any event having positive 


ein 
n 

probability (u(A) > 0). If 
(1) lina, (a) — @ (a) (—c0o< %< + 0%) 

n> 2 

x 
1 2) 

where Ci) a= ‘Sn | e—t/2 dt , 


—7 
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it follows that 
(2) bien IOr5 (Gre AI) = Corea) 
n> 
THrorem 2. If u’ denotes a Lebesgue measure on M which is absolutely conti- 
nuous with respect to u, and An (x) = EL (m,< x), we have, under the conditions of 
Theorem 1, 


(3) ibany/rie (Cab (Gi) == CO) - 
n> ow 
THEOREM 3. Let b = f(a) denote a measurable transformation of M onto itself 
and let us define the measure fu’ as follows: 
(4) fe’ (A) = w (f—! (A)) 


where f—1! (A) = E (f (a) € A); let us suppose that w’ is absolutely continuous with respect 
to «w. Under the conditions of Theorem 1, if we put ty (a) = mp (f (a)) and Gy (x) = 
ea ( Ui ae) eu rOlLowws 
(5) nda Oe (a) CL) (Fe) 0 
n-> a 
Turorem 4. Let g(t, w) denote a function of two real variables which has for 
every fixed w a unique inverse function ga’ (a) (g (ga '(x),u) =x). Let & denote 
an arbitrary random variable, and consider the sequence of random variables F (x) = 
= P (§< x); let us put G, (x) = P (0, < x) . Under the conditions of Therem 1, we have 
-+ co 
(6) ham, (a) \o(gu > (x)) dF (u). 
n> @ =O 
Theorem 2 follows from Theorem 1, while Theorems 3 and 4 are simple consequences 


of Theorems 1 resp. 2. The proof of Theorem 1 makes use of some results of V. A. Ronin 
on measure theory [1]. 


ON CAUCHY’S CONVERGENCE TEST 


By 
LASZLO KALMAR (Szeged), corresponding member of the Academy 


1. This paper contains two proofs, seeming to be never published, 
of Cauchy’s convergence test, i. e. of the theorem to the effect that the 
condition 

(C) to any positive ¢ there is a 9 = o(#) such that we have | am — ad, | < é 
for every m, n > o(¢) 
is necessary and sufficient for the convergence of the infinite sequence 
4,4, .-+, Gy, ..- Both proofs might be useful for lecture purposes. The first 
of them has the advantage over the usual class-room proofs of being direct, 
i. e. not based on the Bolzano-Weierstrass theorem. The second proof furnishes 
an equivalent form of Cauchy’s test allowing some simplifications in Cantor’s 
theory of real numbers, as to be shown in a subsequent paper. 


2. Cauchy’s convergence test is proved in lectures on Calculus usually 
by means of the Bolzano-Weierstrass theorem, stating the existence of a 
convergent subsequence of every bounded infinite sequence. The latter theo- 
rem is usually proved by means of successive halving of the interval containing 
the sequence in question, choosing for the next halving in each case the half, 
or one of the halves, containing an infinity of terms of the sequence, and 
considering the common point of the intervals formed thus. 
Now, the same idea, slightly modified, leads directly to (the sufficiency?! of) 
Cauchy’s convergence test. The modification consists in replacing the halves 
_ of an interval by two overlapping parts’, e. g. by its left and right two-thirds. 
Indeed, let a, be (the general term of) a sequence satisfying condition (C). 
We define 6, and c, recursively as follows. Let 6, = dyy4,—1, 4 = 


. , 26 Gp 1 6+ 2¢ 
= Go+1 + 1, and, given 6, and ¢,, let 6; = Ze ,Or= ae and 
vo 


1 The necessity of condition (C) for the convergence of the sequence dp is obvious. 


2 The idea of this modification is due to BrouwER who applied, in several publi- 
cations, overlapping intervals for the construction of numbers the mere existence of 
which has been proved by means of non-overlapping intervals. 
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define 6,4, = 5, ¢4;4 = c, if for all but a finite number of terms of the sequence 
a, we have b, < dn < ¢, andb,,; = b,, ¢,+1 = ¢, inthe opposite case. We prove 
by induction b, < a, < ¢, for every r and for every but a finite number of n. 
Indeed, this is true for r= 1 by (C), ¢ = 1. Suppose it to be true for an r 
and to be false for ry + 1. Then, by definition of 6,, and c,+,, we should have 
C= Om < Cr and b, <a,= b, for an infinity of values of m and n, hence 
dp — O, = = by contrarily to (C), ¢ = Ge bee 


Let a be the common point of the intervals b, = «= c,; then we have 


2 a : 
|a, —a{<c,—b,= 2 [=] for all but a finite number of n, hence a, > a. 


3. We next show that (C) is equivalent to the condition 

(C’) any two subsequences‘ of a, differ but in a 0-sequence (i.e. in a 
sequence converging to 0). 
Hence, Cauchy’s convergence test is equivalent to the theorem: 


Condition (C') is necessary and sufficient for the convergence of the 
SEGUENCE An. 


Indeed, suppose the sequence a, satisfies condition (C). Let a,, and a, 
be any two subsequences of a, (ki << ka<..., , <1, <...). Themes 
any positive ¢, we have |a,, — a), |< for kp, I, > o(), hence, on account 
of kp, 1, =n, for n> o(e), i.e., we have a, —%, > 0, thus, a, satisfies 
condition (C’) too. On the other hand, suppose the sequence a, does not 
satisfy condition (C), i.e., for a positive ¢), and for every positive integer g, 
there are integers m= wy(o) and n= (9) such that m, n> o and 
|'Gm —@,|==&. Define k,= t,=1 and, given & and 1,, let ki,= 
= u(max (k;,1,)) and 1,4, = »(max (k,, 1,)). Then we have ki <<k, <..., 
ly<l,<... and | a,x, —a,|=& for every n. Hence ak, —%, does not 
converge to 0 and the sequence a, does not satisfy condition (C’). 


4. Now, we prove the theorem, equivalent to Cauchy’s convergence 
test, formulated in the preceding section. The necessity of condition (C’) 
for the convergence of the sequence a, being obvious, we have to prove its 
sufficiency only. First we prove that a sequence a, satisfying condition (C’) 
is necessarily bounded. Indeed, let a, be a sequence unbounded from above. 
Define k, as the least k for which we have a, > a, + 1 and, given k,, define 
k,+1 as the least k > k, for which we have a, > a,4 1 + 1 (existing, for other- 
wise a; ,-+ 1 would be an upper bound for the sequence Ak, +41» Uk, te + 


Ce ry 


* See als» K. Knorr, Theorie und Anwendung der unerdichen Reithen Berlin, 1931 
pp. 89—90 ({I1. Hauptkriterium (3. Form)). i . 


Livia SAS : : : 
Subsequence”’ is meant in this paper so as to include the whole sequence too. 


Obviously, (C’) is equivalent to the condition that ay differs from any of its subsequences 
but in a 0-sequence. 
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and so, the whole sequence a, would be bounded from above). Then, for 
l, =n, we have a, > a, + 1 for every n, thus a, — a, does not converge 
to 0 and the sequence a, does not satisfy condition (C’). Similarly, we can 
show that a sequence unbounded from below does not satisfy condition (C’). 

Now, let a, be a sequence satisfying condition (C’) and q, one of its 
convergent subsequences existing on account of the Bolzano-Weierstrass 


theorem. Let a4, >a; by condition (C’), we have A, — a, > 0; hence, 
an >a. 


5. In a lecture where Cauchy’s convergence test is based on the proof 
given in the preceding two sections, it would be advisable, on reasons of 
Style, to give a “qualitative” proof of the Bolzano—Weierstrass theorem too. 
The following such proof is due to the late Professor KiirscHAx. It is an 
instance of a proof by cases of an unusual type. 

Obviously, it suffices to prove that every infinite sequence has a mono- 
tonous subsequence; for if the sequence in question is bounded, the same holds 
for its subsequences too and so a monotonous subsequence of it is necessarily 
convergent. Now, let a, be the sequence in question; define k, as the least k for 
which we have a,= a, for every n, and, given k,, define k,;, as the least 
k > k, for which we have a,= a, for every n > k,. Of course, k, may fail 
to exist; however, if it exists for every r, we have the increasing subsequence 
ax, Of ay. If, on the other hand, for a positive integer s, k, does not exist, 
then the sequence ag, +1, Ax,+9,..-does not havea least term. In this case, define 
1, =k, +1 and, given J,, define I,,, as the least 1> 1, for which a < at, 
(existing, for otherwise a, would be the least term of the sequence aq, @,,+1, 
a+, ... and thus the sequence a;,;,, @%,+2, .-. formed of the former by 
subjoining a finite number of terms, would also have a least term®). Then ay, 18 
a decreasing subsequence of ay. 


(Received 29 October 1949) 


5 This type of the proof by cases consists in giving first a proof method which does 
not work apes and in pains another proof method for the case in which the first method 
does not work. The proofs for some particular cases, which I know from oral etch 
tion of Mr. Bernays, of the arithmetical lemma to which the consistency of Ana Shee: 
has been reduced by AcKERMANN (see D. H1LBeERt, Die Grundlagen der 2 eras 
Abhandlungen aus dem math. Seminar der Hamburgischen Universitat, 6 u 928), pp- 
65—85, especially the last paragraph beginning on p. 84), belong to the same type. 


6 As a matter of fact, as easily seen, a, would be the least term of the sequence 
Ok, +1> Uks+2,... too. 
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O KRPHTEPHH CXOAMUMOCTH RKOUH 
JIACAO KAAbMAP (Ceres) 


(Pe3i0me) 


ABTOp JaeT [kA HOBWX JOKasavexberBa KpurepuaA Aowu, OTHOCAMMeroca K CXOAUMOCTH 
SeckKoneyHHX wocsesozaresbuocrei, Heppoe LoKaAsaTebCTRO AHALOTHYHO OOHYHOMY JOKASATEABCTBY 
reopemst Loavwano—Bewepwrpacca, HO lipuMenser vepecekawilne HHTepBatb ; OHO OCHOBHI- 
Raercd HA TOM, UTO eCAM BHTepRad COLepRUT BCE WeHH GeCKOHEYHOM LOCTeLOBATeALHOCTH C 
HCKOVHHEM KOHEYHOLO YHCsA VWeHOL, TO HIM TeBas,. WIM Npanad */,; “YacTh HHTepRada uMeer 
Takue ake cpolicrpa. Bropoe RoKkasareibcrBo OCHOBDIBAeTCH Ha TeopemMe Hoavswano— Bewep- 
wrpaccad MW waer Kpwreput Aoww B caezyomen (opMe : nOCdeLOBATeABNOCTH CXOLUTCA TOA H 
TOIBKO TOA, ECAH OT MOOOM CBOE GeCKOHEYHOM MOT-lOCAeLOBATEIBHOCTH OHA OTAUYAeTCA 
TOADKO TOCMELOBATEALHOCTHIO CXOMMMEeHCH K HYAbW, ABTOP COOOULaer Take (THO LOKABATeAbETBO 
hKiopwara reopemsn Dboavuano— Beiepwrpacca, KoTopoe OCHOBHBAeTCA Ha TOM, YTO Kaklas 
HOCAELOBATEABHOCTL UMEET WIM BOSPACTAWIULVIO HAM YORBAWULYHO WOT-V0CAeOBATeABHOCTD. 


UBER DIE DIOPHANTISCHE GLEICHUNG 23—] =: 2 y* 


Von 
R°CHARD OBLATH (Budapest) 


(Vorgelegt von A, Rwy) 


EvLeR! und T. Nace? haben die Unmdglichkeit der diophantischen 
Gleichung 
ae + ] = Oe 


fiir « > 2 bewiesen. V. A. Lespescue® bewies, daB auch 
(pe ae 
(allgemeiner a” — 1 = y?) unlésbar ist. SrORMER? hat diese Resultate aus- 
gedehnt, indem er die Unméglichkeit der Gleichung 
go li 2 
gezeigt hat. Prof. T. NaGenn bewies die Unméglichkeit der Gleichungen 
oe ay. (= 3) 
In diesen Gedankenkreis gehéren auch die interessanten diophantischen 


Gleichungen 
(1) id = 27/7 


1 L. Evter: Theorematum quorumdam arithmeticorum demonstrationes (1738), 
Comm. Arithm. Coll. I (1849), pp. 24—34, Opera Omnia, Series prima IL (1915), pp. 
38— 58, speziell pp. 56—58, Theorema 10. 

2 T. Nacewy: Résultats nouveaux de l’analyse indéterminée I, Norsk Matematisk 
Forenings Skrifter, Série I, Nr. 8 (1922), § 10, pp. 11—13. Sur Vimpossibilité de ?équation 
indéterminée zP + 1 = y?, ebenda Nr. 4 (1921), pp. 1—10, besonders pp. 1—2. Sur une 
équation diophantienne A deux indéterminées, Det Kgl. Norske Videnskabers Selskabs 


Forhandlinger 7, Nr. 38, (1934), pp. 186—139. 


3 V. A. Leseseue: Sur l’impossibilité en nombres entiers de l’équation am = y?-- 1. 
Nowy. Ann. de Math., 9 (1850), pp. 178--181. Auch T. Naq@eutx, Analyse indéterminée de 
degré supérieur. Mémorial des Sciences Mathématiques Fasc. 39, Paris (1929), p. 58. 


4 C. Stormer: Solution compléte en nombres entiers de lPéquation m eee 
+n ieee = pe , Bull. de la Soc. Math. de France, 27 (1899), pp. 160—170, aber auch 
4 


schon in 1895 in den Christiania Videnskabers Selskabs Skrifter. Auch Nace xt, a. a. O.3, 
p. 58. 
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ar: R. OBLATH 


und 
(II) Pim Lie By, 


deren Unmiglichkeitsbeweis den Inhalt der gegenwirtigen Mitteilung bildet. 

Im Laufe unserer Untersuchung werden wir auch anderen interessanten 
unméglichen diophantischen Gleichungen begegnen. Zuerst beweisen wir den 
im Folgenden 6fter anzuwendenden, an und fiir sich interessanten 


Satz 1. Die diophantische Gleichung 
(IIT) etae+t+l=3v 
mit ungeradem x hat auBer den trivialen Lésungen x = 1, v = 1 keine weiteren 
Losungen. 


Beweis. Wenn (III) besteht, mu, da 2 als ungerade vorausgesetzt 
wurde, 2 die Form w« = 6a + 1 und v die Form v = 2b +1 besitzen. Dann 
ist also 

8a(2a+ 1) =26 (0+ 1), 
folglich a = 2c und deshalb 
(1) 3c(4c+ 1)=6(b+ 1), 
c = 0 fuhrt zur trivialen Lésung « = 1, v = 1, die wir ausgeschlossen haben, 
so erhalt man 
DEG oder b=kce—1. 

(1) ergibt im ersten Falle 

(42 —12)c=3—h, 
was aber unméglich ist, weil die zwei Seiten entgegengesetzte Vorzeichen 
besitzen. Im zweiten Falle bekommt man die ebenfalls unmégliche Gleichung 

(A2?— 12)c=3+k. 
Wenn nimlich die linke Seite positiv ist, muB k= 4 sein. Dies ist aber aus- 
geschlossen: die Unmdglichkeit von k = 4 springt in die Augen, wenn aber 
k= 5 sein sollte, dann wiire 

on 19 cee 

daraus folgt aber ¢ < 1, was doch unméglich ist, weil ¢ eine ganze Zahl ist. 
Q.e. d. 


Diesen kurzen Beweis verdanke ich einer freundlichen Mitteilung des 
Herrn Prof. A. Rinyt. 


Savz 2. Die diophantische Gleichung (1) ist (auber der trivialen Lésung 
x= 1, y= 0) unméglich. 
Aus (1) wiirde 


(¢ — 1) (#2 + 42+ 1) = 27? 


UBER DIE GLEICHUNG x3 — ] = 2 y2 115 


folgen. Denkbar wiiren die beiden Zerlegungen 
A) Ge — Ve Dy? x +a+t l= 2, 
B) c— 1] = 6x? , vtatl= 32, 


denn es ist (x? + # + 1) — (x — 1)? — 3(a — 1) = 8 identisch, und darum 
kann der grote gemeinsame Teiler von a2 + 2+ 1 und # —1 nur gleich 
1 oder 3 sein. 


Der Fall A) ist sofort auszuschlieBen wegen 
ecoertertl< («+ 1). 

Im Falle B) zeigt die Gleichung x = 6u2+ 1, daB 2 ungerade sein muB, 
die Bedingungen des Satzes 1 sind also erfiillt. Satz 1 zeigt, daB auch die 
Méglichkeit B) entfillt. Unser Satz ist also bewiesen. 

Mein urspiinglicher Beweis dieses Satzes beruhte auf einer descente 
infinie und war viel linger. 

Als Verallgemeinerung des Satzes 2 beweisen wir den 


Satz 3. Die diophantische Gleichung 


(IT) e—1=2y" (n=3) 
ist (von den trivialen Lésungen x = 1, y = 0 und mit ungeradem n x = — 1, 
y = — 1, abgesehen) in ganzen Zahlen unlosbar. 


Die beiden im vorausgegangenen Beweise beniitzten Zerlegungen 
A) ent pee Tha et ol =v, 
B) C— Lae De BPE? ®t te 1 = 3" 
sind auch jetzt zu unterscheiden. 
Die Unmdglichkeit der Gleichung 
e’tgegt+tl=3u" 
mit den trivialen Ausnahmen (2 = 1, x = — 2, v= 1) wurde von Herrn 
T. Nacexx fiir jeden Exponenten n= 3 bewiesen, wiihrend die Unmédglich+ 
keit von 
(2) whee Sd 


(mit den Ausnahmen += 0, x= — 1, v= 1; n= 3, = 18, t= — 19, 
y = 7)in Anlehnung an ein Nacetusches® Resultat von Herrn Prof. W. Laune- 
GREN® fiir jeden Exponenten n= 3 bewiesen wurde. Nun haben wir durch 


5 T. NacEtx, Des équations indéterminées v? + 2+ 1=y" eta +a+1= By", 
Norsk Matematisk Forenings Skrifter, Serie I, Nr. 2 (1921), pp. 1—14, besonders § 38, 
pp. 12—14. | 

ini iiber di anzer Zahlen durch 

6 W. Lsunaaren: Einige Bemerkungen tiber die Darstellung ganzer . 
binare kubische Formen mit positiver Diskriminante, Acta Math., 75 (1942), pp. 1—21, 
besonders p. 11, die Anmerkung. 
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Satz 2 die Ausnahmefiille erledigt, die Einsetzung der zulassigen Losungen 
der Gleichung (2) in 4) zeigt, daB sie keine, bzw. nur die triviale Lésung der 
Gleichung (II) ergeben, womit unser Satz als bewiesen erscheint. 


Es wiire naheliegend, daran zu denken, daB die sehr analoge Gleichung 


oF a) ay 


ebenfalls unméglich ist. Diese Gleichung hat aber auBer den trivialen «= — I, 
y= 0; «=1, y=+1 zwei nichttriviale Lésungen:’ «= 23, y= t 78, 
so daB unser Satz auf diese Gleichung sicher nicht in unverinderter Weise 
ausgedehnt werden kann. Infolge des THuE—Sr1EeGELschen, bzw. des LanpDAv— 
Osrrowskyschen Satzes hat sie jedenfalls blo& eine endliche Anzahl von 
Losungen. 


Wir zeigen aber, und zwar als weitere Anwendung des Satzes 1 den 


Satz 4. Die diophantische Gleichung 


(IV) S27 Lie ee 
ist (von der trivialen Lisung x = 0, z= 1 abgesehen) in ganzen Zahlen 
unmoglich. 


Beweis. (LV) ist identisch mit 
22 — 1] = (2 — 1) (+24 1)= 327. 
Die beiden denkbaren Zerlegungen sind 


A) z—1l= 838 x, 22tog+ 

B) eine Le ae 2° -+-2+1= 3 9, 
A) entfallt, denn aus z= 1 mod 3 folgt zwar 22+ z+ 1—0 mod 3, der 
Ausdruck links ist aber, wie bekannt, bloB durch 3, nicht durch 32 teilbar. 
Im Falle B) kann z wegen Satz 1 (aufer dem trivialen Fall) nicht ungerade 


sein. z sei also gerade. Aus (IV) folgt, dag’ dann a ungerade sein muB, es 
ist also 


3x27 = 3 mod 8, 
wahrend doch aus (IV) 


3xz2= — 1mod8 
entspringt. Der Widerspruch beweist unseren Satz. 
(Hingegangen am 15. Mat 1950.) 
7 AUBRY und FacquremBercun: Sphinx-Oedipe, 6 (1911), pp. 103—104, und 8 


ieee pp. 170—171. Eine eventuelle Lésung > 23 besteht aus mindestens 256 Ziffern. 
S. auch L. E. Dickson: History of the Theory of Numbers II, New York (1934), p. 630. 
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AMOP®AHTOBOE YPABHEHHE 2? — 1 = 2y? 
PHXAPA OBAAT (Byzaneumr) 


( Pesi0.me) 


B padore nokasan0 HeBOSMOHOCTH HECKOABKUX AMOWPAHTOBNX YypaBnenuit (3a WCKAIOUe- 
HHEM TPHBAAIBUHX peleHul) Harp. 


x —1= 2y? 
Cl ena (n > 3) 
823 + 1 = .3 


Kpome ueckoibkax teopem Hera u Dionipena, OCHOBHLIM CpeRCTBOM TOKAZATeAbCTBA 
CIYKUT TO, YTO AHoanronoe ypaBHenue 


ve +o + 1 = 8y?, 


3a HCKIMYEHHEM TPHBHAAbHOrO pelleHnA wv = i C HevVeTHAIM VY HeEBO 3MOMHO. 


THE EXTENSION OF PARTIALLY ORDERED GROUPS 
By 


L. FUCHS (Budapest) 
(Presented by G. Hasés) 


1. The extension theory of algebraic systems is a young part of the 
algebra. At first O. ScuRErER! has proposed and solved the problem of group 
extensions: given two groups N and F, find all possible groups @ such that JN is 
an invariant subgroup of G and G/N is isomorphic to F. Analogous problems 
on some other systems have been discussed by other authors,” but it seems 
to me that the extension problem for partially ordered groups has not yet 
been studied in general.3 The purpose of the present paper is to give a general 
discussion of the extension of partially ordered groups. 

2. First we recall some definitions needed throughout the paper. 

A group G, written additively, is said to be a partially ordered group if an 
order relation = is defined for some pairs of its elements satisfying the following 
postulates:* 

(1) reflexive law: «=x for all x in G. 
(IL) antisymmetric law: «= y and y= wx imply «= y, 

(III) transitive law: x= y and y=z imply x=z, 

(IV) homogeneity law: «= y implies u+a+v=u+y-+vu for all 
1 eG. 


Sometimes it is useful to add a fifth postulate: 


(V) the MS-property (MooRE—SmirnH): for every x, y in @ there exists 
a third element z in G such that z= a and z= y. 


; i Oo. SCHRETER, Uber die Erweiterung von Gruppen, I: Monatshefte Math. Phys., 
34 (1926), pp. 165—180; Il: Hamburger Abh., 4 (1926), pp. 321—346. 

* For example, the extension theory for rings was given by C.J. Evererr, Jr, An 
extension theory for rings, Amer. J. Math., 64 (1942), pp. 363—370. Independently of 
Everers, 'T. SzeLe discovered the same extension theory. 3 

In a very special case G. Birkuorr has given a method for constructing certain, 


es miter tae! See his paper: Lattice-ordered groups, Annals Math., 48 (1942), 


4q > (Binal dl \vRRETM ¢ ‘ T 
ence e.g. C.J. Evererr and 8. Unam, On ordered groups, Trans. Amer. Math., 
Soc., 64 (1945), pp. 208—216. 
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« and y are called incomparable, in sign x |y, if neither #«=y nor 
y = «x. By G* we denote the set of all positive elements of G, i. e., those 
satisfying «= 0 where 0 is the group identity. Homogeneity srital that 
x == y if and only if « — y, or equivalently, — y + x is positive, and that 
the set G* is invariant under all inner automorphisms of G. 

If a partially ordered group G is at the same time a lattice under the same 
order relation = as inclusion relation, @ is termed a lattice-ordered group. 
A linearly ordered group (x || y is impossible) is always lattice-ordered. 


A group isomorphism © between two partially ordered groups G and H 
is said to be an order-isomorphism (o-isomorphism), if it preserves order in 
both directions, i. e., x= y in G if and only if O(a) = O(y) in H. If Cis an 
invariant subgroup of G which is at the same time convex in the sense that 
a= x= 5b (a,b in C) implies «eC, then in the factor-group G/C a natural 
order is induced by the order in G. This is defined by putting C-+a2=C+y 
if and only if for some representatives weC +a,veC+tya rancor U=”v 
holds. The fulfilment of (1)—(IV) in G/C is an immediate consequence of the 
convexity of G. Whenever we are speaking of G/C as a partially ordered group, 
we always mean G'/C with the order induced by the order of G.° 


3. If the partially ordered group G contains C as an invariant convex 
subgroup and the factor-group G/C is o-isomorphic to the partially ordered 
group F, then G will be called a partially ordered extension of C by F, briefly 
a C—F-extension. Given two partially ordered groups C = }0, a, b,...{ and 


F = $o,o,0,...), our problem consists in finding all possible C— F’-extensions, 


s 


ee nits the problem solved, let }s,{ be a complete representation 
system for the extension group G modulo C, so that under the o0-isomorphism 
G/C<>F we have s).<-~9. We may always normalize the representation 
system by assuming 0 to be chosen for the representative of the null-class 


mod C, that is, 
(1) SoU: 
With this representation system }s,} each element # of G may be written 


uniquely in the form 
a=s,+a with oeF, ae’. 


A factor-set }f,,,) is defined by the addition rule 
(2) 89 + 85 = 89ta 1 low (foo eC) forall ooef. 
By our normality assumption (1) we clearly have 


(3) ine foo = fo, = 9 for all oe F. 


5 For a detailed discussion see my paper: On partially ordered groups, Proc. 
Kon. Nederl. Akad. v. We'ensch., 53 (1950), pp. 828—834. 
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Each s, defines an o-automorphism ©, in C given by 
a0.= — 8 ++ 8, 
in particular, by (1), 
(4) aQ,=a forall ae. 
Two o-automorphisms 9, and ,, may be composed by the rule 
a(O, O,) = (405) 9, = 85 — 89 + OF Sp 85 = 
Sais los — S946 ete Soto = foo» 


that is, 
(5) a(9, 94) = — fog + Go+6 + toe: 
The associative law in G@ implies 
(6) fights Ota eee 
We have so far considered merely the group operation in G. In order to 
describe the order relation in G, we have to define sets P, ,, which may be 


called order-sets, consisting of all aéC satisfying s, + a= s,. These sets Py, 
will in fact characterize the order in G, for, sexes 8p e a=s, +6 if and 
only if a—beP,,. For these sets we establish the fallen properties. 
A relation So + aS 8+ b in G implies, by definition, a relation 9 =o 
in F, and if » =o, then a= dD. Therefore, 
(7) Pog ts nonvacuous if and only if o=o0; further Py. = C* for all oe F. 
The reflexive and antisymmetric laws for the order in G are now readily 
checked. 
By the transitive law, s) +a>s,+b=s,+ ¢, that is, a—bePo, 
and 6—ceP,, imply S +a=s,+¢, that is, a—c € Poy. Hence it 
follows 


(8) Looe CP, forall 9=o=t. 


emi te implies that 89 + a4=8, Is equivalent to c +s, +a 
= =c+ 8, or 8 +¢ A, +a>s,+c¢90, foreach ceC, hence 


(9) cO,+Py,—cO,=P,, forall ceC and peo. 
Again from left-homogeneity we conclude to the equivalence of 


8 +a=8, with s, +8 +a=8,+8,, or with Sto th »pte= 
=8,19+ fro for every re ‘F, whence we get 


(10) frat eyo fre = Pernoet for all te F and o=o. 


Right-homogeneity asserts that from & + a= 8, it follows 8 tat 


Bu 8; = 8, + 6, and hence 84, + fp, + @0,= 58,4, +f, and ae versa. 
ivi we outa 


(11) for FP gc Os = for = Po sr eae fcr all reF and 9=o, 
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where, evidently, P, 9, denotes the totality of elements of the form oO” 
with reP,,. 

A system {foe Oe meat where te eC, O,¢€ A(C),é ae ,CC will be 
called a C— F-eatension-set if it satisfies (3)—(11). Thus every en G with 
a representation system }s,{ defines some C— F-extension-set. 

Conversely, if given two partially ordered groups C, F, any O— F-exten- 
sion-set }f, 5, Oy, P,,\ defines an extension. For, the system consisting of 
all symbols (0, a) with 9 € F, a € C under the rules 

(a) equality: (9, a) = (0, b) if and only if 0 = o anda = b, 

(8) composition: (0, a) + (0, b) = (o +6, leo +aQ,+ 5), 

(vy) order relation: (0, a)= (0,6) if and only ya—beP,, 
becomes a partially ordered group H. In fact, conditions (3)— (6) fan that 
H isa group (SCHRETER) and conditions (7)—(11) ensure that H obeys the 
laws (1)—(IV) for partial order.” Since H has a convex invariant subgroup C* 
consisting of all elements of the form (0, a) o-isomorphic to C under the mapping 
(0, a) <> a,’ and the factor-group H/C is c-isomorphic to F, our stated problem 
is solved if we know all C— F-extension-sets. 

It can happen that two or more extension-sets define the same extension. 
Indeed, if we use another representation system }f,{ instead of }s,{, connected 
by the relations ¢,=s, + ¢, (Cy € C), then the C—F-extension-set es ro 


Go, P'o of elocene to a ion t,{ will define the same extension. The new 
Beenuon: set satisfies the relations 

(a) ¢ = 0, 

(b) Foo 7 0 Cote cz loo “ie Co 0, + Cy, 

(c) a0, = Sto O, + 6), 


Ea = fp. toe + he 
which are readily obtained from the definitions by direct computations. 

We shall call two C— F-extension-sets io ed eres and ii oo Oy 
Prag} equivalent, if they are connected by elements ¢, of C satisfying (a)—(d). 
This is actually an equivalence relation in the usual sense. By definition, 
extension-sets defined by the same extension belong to the same class of 
equivalence. 

The converse is also true: two equivalent extension-sets define abstractly 
the same extension; in other words, the extensions H, and H, defined by 
equivalent (C—F-extension-sets are o0-isomorphic under the mapping 
(0,a) <> (0, ¢, +a) which leaves the elements of C and the cosets of F 


fixed. (For the proof, which is easy to perform, use (@)—(7) as well as (a)—(d).) 


6 4(C) denotes the group of all o-automorphisms of C. 
7 We observe that if one assumes the MS-property both in C and in F, then the 
extension group will also have the MS-property. The proof is immediate. 


8 Henceforth we shall identify C* with C. 
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Hence there is a one-one correspondence between the C—F-extensions and the 
classes of equivalent C— F-extension-sets. We thus conclude 

TuEorEM 1. Every C—F-extension defines a class of ejuivalent C—F- 
extension-sets and conversely, every class of equivalent C— F-extension-sets 
defines a C—F-extension which is unique up to an o-isomorphism leaving the 
elements of C and the cosets of F fixed. 


By this theorem the extension problem for partially ordered groups is 
completely solved. 

4. Let C and F be two partially ordered groups. In the hierarchy of all 
possible C—F-extensions we shall point out a certain type of particular 
interest. ‘ , 

One may ask whether to any factor-set }f,,{ and any system of o-auto- 
morphisms }@,{ satisfying (3)—(6) there may be found a system of order-sets 
Po at 
in the affirmative by putting 


completing them to a C— F-extension-set. This question will be answered 


C tf oa, 
Pe ye) CR AO ee 
empty otherwise. 


sx 
= 


As is readily seen, under this definition all conditions (7)—(11) are necessarily 
fulfilled. Accordingly, we have in the extension group H*: 


(9, a) = (o, b) if and only if 9 >o, or 9 =o and a=); 


therefore, it is natural to say that H* is a lexicographic C— F-extension. 

Let H* be a fixed lexicographic C— F-extension and H any other one 
with the same factor-set io of and the same set },{ of o-automorphisms. 
The mapping (0,a@) > (0,a) of H onto H* is by (8) an isomorphism in the 
pure group-theoretic sense. Moreover, this group-isomorphism preserves 
order; however, its inverse mapping does not do it necessarily. Hence it is a 
tautomorphism in the sense defined by the author® and thus we arrive at 

THEOREM 2. If} fo gi and \,{ satisfy (3)—(6), the lexicographic extension 
always exists. Any C—F-extension H with the extension-set $f, Oo, Po = 
is tautomorphic to the lexicographic C—F-extension H* with the same jactor-set 
tho yi and the same set 19$ of o-automor phism. 


) 


5. There is an analogue of the direct sum extension of groups. 

Let fy, =O for allo,oe Fa O, =a for allaeC and all ger; further 
let P,,, = C* whenever 9 = o. Then the extension defined by this extension-set 
always exists; it is called the direct sum of the partially ordered groups C and F. 

Of course, this is not the only extension-set by which the extension is 
direct, for any other equivalent extension-set defines the same extension. 


® See loc. cit.5 
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From (a)—(d) in 8 it is evident that an extension with the extension-set 
{ ho - Op, Po 3 is direct if and only if there are elements c ¢) in C such that 
fant c, =—10,. (b’) ) foo = Cota — Cg — Cy, (c') a0, == Cy = == O55 
=¢, + Ct —c, for v=o. 

” The Prder definition of the direct sum extension: 


Ce 


(9, a) = (0,6) if and only if o-=o and a=b, 


is so simple that one naturally arises the question as to whether there exist 

even other C'— F-extensions with the same order definition. Otherwise expres- 

sed, we seek the C— F-extension-sets with the order-sets Po = Or ior 020. 

We shall show that if we assume the MS-property in the factor- -group F, then 

with this definition of order no extension exists except the direct one. 
Conditions (9)—(11) with Po o = Ct (o = 0) in turn imply 


c0,=cO, for o=o and all ceC, 
tro = fie oo a af, fOr o S20 and allure 2". 


Hence, using the ee in F, we conclude that c 0, = ¢ O = ¢,i.€., Oy 
is the identity mapping for all o¢ 7, and foo = foo = 9 forall 0,o6€ F, that is, 
the extension is direct, as stated. 

6. We shall now give conditions under which the extension group 
becomes a lattice-ordered group. /\ and \/ will denote the lattice operations 
meet and join, respectively. 

Let G be a lattice-ordered group and assume that the convex invariant 
subgroup C is closed under the lattice operations. Then, whenever 9 = p as 
well as o = ¢, the order-sets Pog and Pq always have a common element iE 
for this f we have s,, —f{=s, A s,- Therefore 8 /\ 85 = 8; -+- cimplies t= 9q, 
consequently, r is ihe greatest lover bound pe 0 and 0, ond hence sr = 0 /\ 6 
exists. Similarly, 9 \/ o also exists. Thus the factor-group has to be lattice- 
ordered. 

Let (8, +a) A (s, + 6) = SoAgt ¢ The two inequalities s, + f= 

= 8 +a ad socr j= s, +6 are together equivalent to the ciel one 


Sy 2 f= 8 oe t whence we get (f denotes set-theoretic intersection): 
(12) (—a+Pyg)N(—b+ Pogh=—Ct+Porg f PHONY 
where —c is the wnique least element of the set (~A@+Po oA AN 
Bi PE Py eA a): 

Similarly, 
(13) (Po, o + a) N (Po, 6+ b) = Po, ayo t © WS P= ON, 


where ¢ is the unique least element of the set (Py\g,9 + ON (Pi apr a): 
Now if H is any C—F-extension, where both C and F are lattice-ordered 
groups and the extension-set satisfies in addition to (3)—(11) also (12) and (13), 
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the extension group H becomes a lattice-ordered group, as the reader may 
readily verify for himself. 

We finally observe that the extension group is linearly ordered if and 
only if both C and F are linearly ordered and the extension is lexicographic. 


(Received 5 April 1950) 


PACIIMPEHHE YACTHYIHO YUOPAJOYEHHDIX PY 
A. ®YKC (Byzanemr) 


(Pes0me) 


ABTOp, B COOTBeTCTBHH ¢ pacimupeHHem rpynn no Illpenepy, Jaer pacmupenne jaa 
yacTHuHO yuopsxoyenHHx rpyun. Ecan gano CO = }a,b,...' u F= }o,0,...{ — 4acrauno 
YHOPALOVeHHHe Tpylb, MpoO71eMa COCTOHT B TOM, YTOOH HaliTH BCe Te YACTHYHO yNOpA,OVenHHe 
rpynnn G, B KOTOpHX C ABAAeLCA BHNYRILM HOPMAIbHBM eturelem u (pakToprpynua G/C 
(B KOLOPOH Moser ONT BBEAEHO eCTeECIBeEHHOe yHOpATOVenne) usoMopipHa C z upu ieee 
A pone MoxkeT OnTh CBegeHa Ha cucrema OC — F — pacmupennit } fou: Ao » Pog { H 
rye } foo | { cncrema ipaxropos IIlpenepa, 9 aBromop(pH3M rpyuub C KoTOpHe CoxpaHAwr estes 
u Poo 10 \MHOMeCTBRA rpyunn C, KoTOpHe B rpynue G Oupexedaior nopador. ABTop joKa- 
SbBaeT, TO ecIM CHeTema pacmupeHuit C—F yxossersopaer ycuosuam (3) — (11), Torgqa ona 
oupeweaser pacumpenue G Ha ocnone («) = (y). Hakone pas6upaerca aexcnkorpadHueckoe 
H Upamoe pacimpenne, a rakike pacmupenHe CTrpyKTypH. 


UBER NIVEAUKURVEN 
UND FLACHEN VON LOSUNGSFUNKTIONEN PARTIiELLER 
DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 
Von 


J. ACZEL (Miskole) 
(Vorgelegt von G. Hasés) 


1. Zielsetzung. Im folgenden wird die unter anderen mit der Potential- 
theorie und der Nomographie zusammenhingende Frage erértert, welcher 
partiellen Differentialgleichung jene Funktionen geniigen miissen, deren 
Niveaukurven- bzw. Niveauflichensysteme mit denen der Lésungsfunktionen 
einer gegebenen partiellen Differentialgleichung gemeinsam sind. Dieses 
Problem wird fiir einige lineare partielle Differentialgleichungen und Systeme 
erster Ordnung, und homogene Gleichungen und Systeme zweiter Ordnung 
gelost. 

2/a. Beispiel aus der Potentialtheorie. Kine bekannte Aufgabe in der 
Potentialtheorie ist die folgende.' (Wir beschranken uns der Kiirze halber auf 
Funktionen zweier Veranderlichen.) 

Welche sind die notwendigen und hinreichenden Bedingungen dafiir, 
daB eine Kurvenfamilie F (x, y) = C, wo F (x, y) wenigstens zweimal derivier- 
bar ist,2 das Niveaukurvensystem (System aquipotentieller Kurven) einer 
Potentialfunktion, d. h. einer Lésungsfunktion der Laplace’schen Differential- 
gleichung 
(1) Uxx + Uyy = 0 
sei; und wie kann jene Potentialfunktion U («, y) bestimmt werden, deren 
Aquipotentielle Kurven durch F (a, y) = C angegeben sind? — Die Antwort 
ist einfach: 

Die Forderung, daB F(x, y) =C alle Niveaukurven von U(x, y) und 
nur diese angebe, d. h. da das Niveaukurvensystem von U(x, y) mit dem von 


1 Siehe z. B.: O. D. Kettoae, Foundations of Potential Theory, New York (1929), 
p. 195. 
2 Auch weiterhin werden wir die vorkommenden Funktionen dem Bediirfnis 
gem&B als einmal, zweimal oder dreimal derivierbar voraussetzen und, wo es notig ist, 
wird eine erste Derivierte als nirgends verschwindend vorausgesetzt. 
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F(«, y) zusammenfalle, ist offensichtlich mit U(x, y) = s (F(a, y)| aqui- 
valent, da ja sonst, wenn U auber F noch z. B. von x abhinge, so kénnte 
U bei F (x, y) = C nicht konstant bleiben. — Wegen (1) ist also 
0 = Ux, + Uyy = [8' (F) Pals + [s’ (F) Fyly = 8° (FP) (Pax + Fyy) + 
+8" (F) (Fx + Fy), 
Fyx + Pyy _ s (F) 


2 - = 9(F), 
vy Fy + Fy s’ (PF) 
t 
t [ee FY aF 
s'"(t) J Fy? +7 y? 
p(t) = — , a(t) = fe IPM de — le & dt , 
s‘(t) ° 
(3) 
U(x, y) = s[F(a,y)] = | e* dia | e* eet? 


und dieses U ist auch fiirwahr eine Potentialfunktion, da wegen (2) 


F F 
| ire | i dt | 
Ue + Gy. = enk Fydy + ek Fyly = 


F 
= \ co di 


=e* [Fu t+ Py — 9(F) (Fe + Fy] = 0 
ist, also erwies sich die notwendige Bedingung (2) auch als hinreichend. 


Die notwendige und hinreichende Bedingung (2) bedeutet, dab 
Beg —|- F, : - ° 7 . . ‘ ha 
—,—~; eine Funktion von F(a, y) allein sein soll. Ist # dreimal derivierbar, 
Fy. + Fy 
so kann dies auch in die Form einer partiellen Differentialgleichung dritter 


Ordnung umgestaltet werden: 


o (Fat Py all Bee 4 
du | Fi Fy) Oy. \ ee 0, 
| F, Hy 
(3) ergibt die gesuchte Darstellung von U. — Liésung und Beweis erfolgt in 


gleicher Weise bei Potentialfunktionen von drei oder mehr Verinderlichen. 
(Siehe 3/c.). 

2/b. Beispiel aus der Nomographie. Kine wichtige einfache Klasse von 
Nomogrammen ist jene, wo alle drei Trager gerade Linien sind.* Damit eine 


3 Siehe z. B. M. d’Ocaane: Traité de Nomographie, Paris (1921), Ch. IV, §§ 57, 
67, 71, 74; vgl. auch J. Acztu.4 
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pee F (x,y) durch ein Nomogramm dieser Art darstellbar sei ist es 
notwendig und hinreichend, daf es drei Funktion ' 
ae en f(x), gly), s(t) gebe 


(4) s [F(x, y)] = f(x) + g(y) 
gelte.3 
Ks stellt sich die Frage nach einer notwendigen und _hinreichenden 
Differentialgleichungsbedingung fiir F(x, y), die das Bestehen von (4) sichert, 
falls F(x, y) geniigend oft derivierbar ist.4 
Nach dem Vorbild der vorhergehenden Nummer kénnen wir derart 
pices Die Funktion U(x, y) = f(x) + g(y) ist bekanntlich durch die 
Gleichung U,y = 0 vollstandig charakterisiert. Da aber U(z, Vie r8 dee aah) 
ist, haben wir 
0 = U(x, y) = [8 (F)]y = [s’ (F) Faly 
oy a 8 UE) 


(5) — — p(F), 
Vid ie s’ (F) 
t 
t "Fry 

” t _ : of =4 ef dF 
(6) p(t) = —22, y= fe tae — fe ieee edie, 

s'(t) 

Das Gelten der Gleichung (5) ist also notwendig und, wie man leicht 

einsieht (vgl. 3/a), auch hinreichend zum Bestehen von (4). — (5) bedeutet 


: f, 5 
wieder, dah = Funktion von F(x, y) allein ist, und das ist abermals 
x ty 
aquivalent mit der partiellen Differentialgleichung dritter Ordnung 


rE) ay lal 


dx\F,F,) dy |F, F,| | =0, 
| Ie Fy 
(7) Pe ie ah Hi Fe Bite Ray —~ Bly. Peay). 


yy 


4 Fiir die resultierende partielle Differentialgleichung dritter Ordnung (7) siehe 
P. Sarnt-Ropert: De la résolution de certaines équations & trois variables par le moyen 
d’une régle glissante, Memorie d. R. Accad. di Scienze di Torino, (2) 25 (1871), pp. 53—72; 
fiir die Bedingung (5) und fiir die Bestimmung (6) von s (t) sowie auch von f (x) und g (y) 
siehe J. Aczfi: Zur Charakterisierung nomographisch einfach darstellbarer Funktionen 
durch Differential- und Funktionalgleichungen, Acta Scientiarum Math. Szeged, 12A 
(1950), pp. 73—80. 

5 Vgl. auch L. Fanraprie: Sulla struttura delle funzioni di pit variabili, Rendiconte 
di Mat. Roma, (5) 2 (1941), pp. 61—70 und 8S. Marris-Brppav: Sulla caratterizzazione 
di aleune classi di funzioni, Collectanea Math. Barcelona, 1 (1948), pp. 67—81, die wahr- 
scheinlich den Zusammenhang der Frage mit der Nomographie und das Resultat (7) von 
P. Sarnt-Rosert* (das sie wiederentdecken) nicht kennen. Da anderseits die Formeln 
(5), (6) nicht abgeleitet werden, kann dort nur eine indirekte Bestimmung von s (¢) 


angegeben werden. 
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3)a. Homogene Gleichungen zweiter Ordnung. Der in den vorhergehenden 
Beispielen beniitzte Gedankengang 1aBt sich in folgender Weise verallge- 
meinern: 

Man sucht Bedingungen, die notwendig und hinreichend fiir das Zusam- 
menfallen des Niveaukurvensystems der wenigstens zweimal derivierbaren 
Funktion F (#, y) mit dem der Lésungsfunktion von der homogenen partiellen 
Differentialgleichung 


(8) ay(x,y) Ux + a2(x, y) Uy + ay4(%, y) Ux + 4 9(%, Y) Usy + Gq9(2, y) Uyy = 0 
sind. 


Da unsere Forderung auch hier mit U(x, y) = s [/ (x, y)| gleichbedeutend 
ist, ergibt (8) 


8’ (F) [ay Px + ag Py + ayy Pree + G2 Pry + 9 Fy] + 
spee (i) [a1 Fy + Gyo By Fy + Ag9 Fy) = 0, 


(9) ay By + ag By + ayy Pre + 49 Pry + Go Pyy _ Se 
ty, Fy + dy, Fy Fy + gg Fy s' (F) 


also soll die linke Seite wieder eine Funktion von F allein sein. 


Diese Bedingung (9), die fiir dreimal derivierbares F in der schon erkann- 
ten Weise ebenfalls in eine partielle Differentialgleichung dritter Ordnung 
umgestaltet werden kann, ist aber nicht nur notwendig, sondern auch hin- 
reichend, Dazu brauchen wir nur zu beweisen, dal} jeder Funktion F, die der 
Bedingung (9) Geniige leistet, eine Funktion U(x, y) = s [ F(x, y)| zugeordnet 
werden kann, die (mit # gemeinsames Niveaukurvensystem hat und) der 
Gleichung (8) gentigt. Da aus (9) 


s(t) = | e \P@ae dt 


ist, mu 
t 
t (a, Fy + Ag Fy + ay4 Fxx 4 Cia Fxy © Gyo Fyy 
FON _ ged 7. Aaa 2 is 
temo (eae ay, Fx + yg Fy Fy + Ago Fy 
(10) U(,y)= | e* d= Je k dt 
c . 
Cc 
die gesuchte Funktion sein. Und wegen (9) haben wir auch tatsichlich 
ay We -+}- Qs Uy+ Ay Ge +- G9 Os +- Ago Uyy — 
F 
—\ ow dt 
en k nl ni 
72 
— P(F) (ay, Fi + a4. Fy Fy + ag, F2)] = 0, w. z. b. w. 


Also haben wir den 
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Satz 1. Die Bedingung (9) oder die mit ihr djuivalente Differential- 
gleichungsbedingung dritter Ordnung ist notwendig und hinreichend zum Uber- 
einstimmen des Niveaukurvensystems von F(x, y) mit dem von U(x, y), der 
Lésungsfunktion der Gleichung (8); die Berechnung von U(x, y) aus F(x, y) 
wird durch die Formel (10) angegeben. 


Ist insbesondere a,(x, y) =a,(w, y) =0, so erhilt auch (9) die sym- 
metrische Gestalt 

yy Pyx +. Ay2 Pry + Gyo Fy 

41 Py + ay. Fy Fy + dye £; 


3/b. Gleichungen erster Ordnung. Ist U eine Lésung der Gleichung 


= pF). 


(11) a(x, y) + ay(x, y) Ux + a2(x, y) Uy = 0, 
bzw. der Gleichung 
(12) a(x, y) U + ay(%, y) Ux + a(x, y) Uy = 9, 


so erhalt man in einer zur bisher beschriebenen ganz analogen Weise den 
Sarz 2. Fir das Ubereinstimmen des Niveaukurvensystems von F(x, y) 
mit dem von U(x, y), der Lésungsfunktion der Gleichung (11) bzw. (12), ist 
die Bedingung 
Ux, Y) aE 
a,(x, y) Fy + a,(x, y) Fy 


oder die dyuivalente Differential yleichungsbedingung zweiter Ordnung notwendig 
und hinreichend ; und die Formel 


F(x,y) (x,y) 
(13) ies) = | p(t) di = | Z aF 
3 c c 
bzw. 
F (x,y) 

F(x, ¥) f Z 

—\ po dt realise ae 
(14) te yy —e- =e 


liefert die Berechnung von U(x, y) aus F(x, y). 

Ubrigens sind (11) und (12) [sowie (13) und (14)] aquivalent, wie die 
Substitution log U(x, y) = V(x, y) in (12) sofort zeigt. 

3)e. Differentialgleichungssysteme und Differentialgleichungen mit mehr als 
‘ewei Verdnderlichen. Gleichungssysteme und Gleichungen mit drei oder mehr 
Veriinderlichen, deren Gestalt der der Gleichungen (8), (11), (12) ahnlich ist, 


lassen sich in der gleichen Weise untersuchen. : i 
Zum Beispiel ist die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dah 


‘eine Flaichenfamilie F(x, y,2z) = C das System aquipotentieller Flachen 
(das Niveauflichensystem) einer Potentialfunktion U (x, y,2), also einer 


9 Acta. Mathematica 
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Lésung der Laplace’schen Gleichung 
Ue sy Uyy ae Bigs = 
sei: 


t 
F(x,y, the go dt 
= (Ff) und es ist? U(x, y,2) = \ EES dt. 


c 


Prax + Pryy + Faz 
Fe Fy Ls 


Betrachtet man andere seits die Funktionen F(a, y, z), zu denenes vier 
Funktionen /(x), g(y), A(z), s(t) gibt, derart daB 
(15) s[ F(x, y, z)] = f(x) + gy) + h2) 
bestehe, — auch diese Funktionen sind in der Nomographie von Bedeutung —, 
so erhalt man, da die Funktion U(a, y,z) = s[F(z, y,z)] durch das Diffe- 
rentialgleichungssystem U,, = Uy, = Uz, = 0  vollstandig charakterisiert 
wird, als notwendige und hinreichende Bedingung fiir das Bestehen von (15): 


Fy as3 Dye — tye fod SA ee ( ) 
PF, Py Fy Fz F, F, s'(F) 
und es ist ® 
F(x, y, 2) K 
¢ aes —| po dt 
ee =|e- J po at y f. He { Ad He 


c 


4. Probleme. Es stellt sich die Frage, welcher Differentialgleichungs- 
bedingung eine Funkticn F geniigen mu, damit sie mit einer Funktion U 
gemeinsames Niveaukurven- bzw. Niveauflichensystem besitze, die Lésungs- 
funktion einer partiellen Differentialgleichung héherer Ordnung oder anderer 
Gestalt ist, als die Gleichungen (8), (11), (12). 

Ich glaube, daB die Lésung dieses allgemeinen Problems kaum unin- 
teressant oder unbedeutend sein kénnte. 

Wie man gleich sieht, versagt unsere Methode bei dieser Aufgabe des- 
halb, weil hier die Kinsetzung von U = s(f) in die Differentialgleichnung 
von U eine Gleichung gibt, deren linke Seite in mehr als zwei Gliederkomplexe 
zerfallt, die also nicht auf die Gestalt gebracht werden kann, wo ein Ausdruck 
der Derivierten von F sowie der Koeffizienten eine Funktion von F allein ist- 

Durch Differentialgleichunssysteme ist allerdings F mit unserer Methode 
charakterisierbar, auch wenn die Differentialgleichung, deren Lésung U ist, 
zu einer weit breiteren Klasse von Differentialgleichungen gehért, in der unter 
anderen alle linearen Differentialgleichungen, deren Koeffizienten von U 
unabhingig sind, enthalten sind. 


Z. B. bekommt man aus U(x, y) = s (F(a, y)], 


(16) ay(x, y) Ux + a(x, y) Oy + a4,4(x, Y) Oxx + ayo(x, y) Oxy + Ag(%, Y) Uyy = 
= a(x, y) 
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die Gleichung 
8"(F) (ay, Fy + Gy. Py Py + dos F;) 5 
+ 8'(F) (a, Fy + a, Fy + 41 Myx + M2 Pry + Ago Fyy) = a 


oder mit den Bezeichnungen 


a 
a ee errs FR ad 
ta Py + a, Mvssk Oat Pex + Aye Pry + ago Py 
Qy, Py + 4. Fy Fy + de, F, 
(18) s'(F) + s'(F)v= uw. 


Derivieren wir dies nach x bzw. y 
oF) Fy + 8" (F)v Fy, + 8'(F) vy, = uy, By 
oF) Fy + 8"(F)o Fy + s'(F)vy=w (—F,) 


/ Us, ty 
F, PF, 


sry =|" 


| Fx Py 


d. h. mit der Bezeichnung 


(19) Ep | Ux Uy / Vay 
Lie By Leek 
ist |“* “Y| — 0. Dies und (18) ergeben das Gleichungssystem 
dh I, 
(20) ee a, nay 


Alle unsere Betrachtungen sind umkehrbar und so ist das Differentialgleichungs- 
system (20), wo u, v, w die Bedeutung (17), (19) haben, notwendig und hin- 
reichend zum Bestehen von U = 8(F), falls U der Differentialgleichung (16) 
geniigt. 

Abnlich, bzw. durch wiederholtes Anwenden desselben Verfahrens 
lassen sich alle Differentialgleichungen der Gestalt 


P(x, Y; Us ih; Uy Oss Uxy, Uyy, .- 5) — 0 


behandeln, wo ® ein Polynom von U und seinen Derivierten ist, deren 
Koeffizienten von x undy abhingen. — Allerdings geht dabei auch die 
Einfachheit des Ergebnisses verloren. 


(Eingegangen am 4. Mai 1950.) 


Q* 
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MH HW WOBEPXHOCTH YPOBHA PEWEHHM JMbdEPEHILAAADABIX 
YPABHEHWM B YACTHDIX. WPROWSBOAHDIX 


Jl. ALLEL (Miruno.11) 
(Pesi0me) 


Paoora noxHMMaer IpobleMy 0 TOM, KakOMY TudPepeHUMAaIbHOMY ypaBHeHHIO (IIH we CUC- 
Teme AuPepeHUMAaILHNX YpABHeHUM) LOAKHA YOBAeTBOPATS Ta <(PYHKUMA, Y KOTOPOM CHcTema 
-IMHHt MOBEPXHOCTeH YPOBHA COBNALAeT GC CHCTEMOM AHHH YpOBHA pelleHuit ZaHHHOrO Auppepex- 
WMaIbHoro ypaBHenua. Haxowfeunem Uckomoro Au(PepeHIMaIbHOrO ypaBHeHHA, MpOOseMa paspe- 
maerca B Cle LyOUUX CAyyaax: a) B cayyae, ecam nepponayatbHoe AupipepeniuaibHoe ypaBnenne 
1-ro Opayka H ero AeBaA CLOPOHA OTHOCHTeALHO (PYHKUAH MH TepBOM MpOUsBOTHON OTHOPOLHO 
JInnelina; 6) ecam ono 1-r0 Nopayka HM ero ACBAA CTOPOHA OTHOCHTEABHO MpPOHSBOTHNX (PYHRUH 
OAHOPOLHO AMHEHHO, & CAMA (PYHKIMA ABHO He (purypHpyer, H B) eC’AM OHO 2-ro HOpaTka HW ero 
AeBaA CTOPOHA OTHOCHTEABHO MepBOM WH BTOPOM MpPOHSBOLHHX (PYHKIWWH OLHOPOTHO AWHeliHa, a 
cama (yHKUHA ABHO He «purypupyet. Ipodsema paspemaerca Takike B Ooaee OONlMX Cay4aAx 
Bonpoc ceasank C W3ReCTHHMH SalAavaMA TeOpuH NOTeHNMAIa W HOMOrpai)mil. 


ON FACTORISATION OF GRAPHS 
By 
T. GALLATI (Budapest) 
(Presented by P. Turn) 


§ 1. 

By a graph we mean in this paper a set of vertices (or points) and edges, 
where each edge joins two different vertices called the endpoints or extremities 
of the edge’. A graph is finite if the set of its points and edges is finite. By a 
subgraph is meant a graph which is a subset of the original graph. An edge will 
be called adjoint to a subgraph if one of its endpoints belongs to the sub- 
graph and the other does not; the former endpoint is said to be the internal 
vertex, the latter one the eaternal vertex of the adjoint edge. The number 
of edges adjoint to a subgraph will be called the adjoint number of the sub- 
graph. The number of edges adjoint to a single point is termed the degree 
of the point. If every point has a finite degree, the graph is said to be of finite 
degree or locally finite. If the degree of all points of the graph is the same, 
then we say the graph is regular and its degree is the common degree of its 
points. A regular subgraph containing each point of the original graph is 
said to be a factor of the graph. In particular, if the graph has a factor of 
degree 1, then each point of the graph belongs to one and only one edge of 
the factor; the edges of a factor of degree 2 are ,,circles” having no vertex in 
common and containing together every vertex of the original graph’. 

A regular graph having a factor has another factor too, called the com- 
plementary factor, consisting of the edges not belonging to the factor-graph 
and of all vertices. The original graph is called the product of these two factors. 
The sum of the degrees of thése two factors is clearly the degree of the whole 
graph. A regular graph having no factors is said to be primitive. 

The first results of considerable importance concerning the factori- 
sation of graphs are due to PrreRsEN. He has proved the following theorems 


on finite regular graphs’: 


1 These concepts will be used here only in the combinatorial sense. _ Ns 
2 B. Konia, Theorie der endlichen und unendlichen Graphen, Akad. Verl., Leipzig 


1936), pp. 155—159. f 
' ee Prrersen, Die Theorie der reguliren Graphs, Acta Math, 15 (1891). 


pp. 193-220. 
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Every regular graph of even degree has a factor of degree 2. Consequently, 
a regular graph of even degree can be resolved into the product of factors of degree 2. 

There exist primitive graphs of any given odd degree. 

If the adjoint number of each proper subgraph of a graph of degree 3 exceeds 
1 (i. e. the graph has no ,,bridge), then the graph has necessarily a factor of 
degree 2 (and hence one of degree 1). 

The conjecture of PETERSEN concerning factors of degree 2 of graphs 
of odd degrees greater than 3, as well as an extension thereof to factors of 
higher degree than 2 were proved by BaEBLER*. His theorem is as follows: 

A finite graph of degree 2m + 1 has a factor of degree 20, if it has no 
proper subgraph whose adjoint number is less than 20. 

Since in this case, the complementary factor of a factor of even degree 
is of odd degree, we have also found a condition for the existence of factors 
of odd degrees. In particular, in case 9 = m BAEBLER’s theorem yields a 
condition for the existence of a factor of degree 1. 

Recently Turre® has given a necessary and sufficient condition for 
the existence of a factor of degree 1 of a (not necessarily regular) finite graph. 
A new proof of this theorem may be found in § 5 of this paper. 

Konic® has shown that a special type of graphs, the so-called regular 
graphs of even circuits, can be resolved into the product of factors of degree 1. 
Starting from a theorem due to Hau’, R. Rapo has given a necessary and 
sufficient condition for the existence of factors of degree | in even (not neces- 
sarily regular) graphs® (see § 5 of this paper). 

The cited theorem of KOn1a has been generalized to infinite even graphs 
by Konte and VaLKo®, PeTERSEN’s theorem on even regular graphs by K6n1@?, 
the Hatn—Rapo theorem by R. Rapo’ and the Turrr theorem by TUTTE 
himself!. 

PETERSEN, KOn1G and BAksBLER obtained their results by using the 


method of alternating paths. Turrr used the elegant method of skew-symmet- 
ric determinants. 

‘ F. Barsier, Uber die Zerlegung reguliirer Streckenkomplexe ungerader Ordnung, 
Comment. Math. Helvetici, 10 (1938), pp. 275—287. 


5 W. T. Turre, The factorization of linear graphs, Journ. London Math. Soe., 
22 (1947), pp. 107—111. 


6 vy < e ree ee! : ee : ae 
Loe. cit.”, pp. 170—175. A graph is said to be of even circuit, or, simply even, if it 
has no cirele with an odd number of edges. 


- Haz, On representations of subsets, Journ. London Math. Soc., 10 (1934), 
pp. 26—30. 


* R. Rapo, Factorization of even graphs, Quart. Journ. Math. (Oxford series), 
20 (1949), pp. 95—104. ; 


* D. Konia und 8. Vark6, Uber mehrdeutige Abbildungen von Mengen, Math. 
Annalen, 95 (1926), pp. 135—138. 


10 D. Kénta, loc. cit.?, pp. 203—205. 


 W.'T. Ture, The factorisation-of-lceally finite graphs, Canadian Journ. Math., 
2 (1950), pp. 44—49,. Fi 
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ee ont lege beck ns oases by furbher developping the methods 
; she cited theorems may be derived from a 
common source. Even for the existence of factors we shall give a condition 
which is independent of whether the degree of the graph or of the factor is 
even or odd. Accordingly we shall get in case of graphs of even degree a 
condition for the existence of factors of odd degrees higher than iF This 
problem was not discussed by the aforesaid papers. Our results on adjoint 
numbers are sharper than the previous ones. | 
At first all propositions will be proved for the case of finite graphs 
(in §§ 4—7 only finite graphs are considered), and then in §8 we extend the 
theorems simultaneously to infinite graphs of finite degree. 

With the present method I have even found a necessary and. sufficient 
condition for the existence of a factor of degree 2; this will ‘be discussed on 
another occasion. ~ 
ae 

Our aims necessitate some subdivision of the edges of the graph into 
classes. Let us therefore consider a graph G, whose edges are arbitrarily 
divided into two classes. The edges belonging to the first class will be called 
«-coloured edges, briefly a-edges, while those belonging to the other class 
will be called B-edges. The letters u, v, w, x, y, 2, as well as U, v, W, 4, 
y, 2, will serve to denote one of the colours «, 8 such that 


f—¢. implies 2 =" 
and 2% = §- implies x=. 
By a path we understand a sequence 


Aa Ep Ae, Asx) Aye Aa 


of the vertices Ay, A,,..., An and the different edges ¢,ég,.... &n, Where 
the vertices A;—, and A; are the extremities of the edge ¢ (Geel: 2ersny Wh). 
If in the sequence ¢,, ¢3,..., €n the @ and f-edzes follow in an alternating 


order, we say the path is an alternating path. Since no other path will occur 
in this paper, we shall say simply path instead of alternating path. 

This definition lacks of meaning if » = 1. However, we shall regard 
also the sequence Aye, Aj, containing one edge only, as an alternating path, 
provided the Ay and A, are extremities of the edge e,; moreover we regard 
any single vertex of the graph in itself as an (alternating) path without edge. 

If c, is a w-edge and e, is a v-edge, then, if there is no risk of ambi- 
guity, we shall briefly denote this path in the following manner: 


Aye; Ay--» Ag—1 én da = (45s Aa) 


and we shall say that A, 1s accessible from Ay by a path beginning with a u-edge 
\ 
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and ending in a v-edge, briefly by a wv-path. For a path consisting of a single 
u-edge e, we write 
ey = Age, Ay ='(Ao — “A)). 

For ccnvenience, we shall regard any vertex as a point that is acces- 
sible from itself by a wu-path (w= a, 8). In other words, we postulate for 
each point A the existence of the paths without edge (A% — ° 4) and (AP — 
— “A). 

i all vertices and edges of the path (Aj — "A,) belong to a subgraph 
G' of G, we say that the path is lying in G’ and <A, is accessible from Ay withm 
G’ by a uv-path. 5 

If ihe two paths (A“ — *B) and (B* — "C) have no edge in common, 
then they can be united into one path: 


(A® — *B) + (Bx — 0) = (AY — *C). 


Conversely, every path (A“ — °C) may be decomposed in this manner by 
means of any of its points B. (In case B= A we put « = wu, and if B=C, 
then x = v.) 

We shall prove the following lemma. 

Lemma. Jf scme vertex P of the path (BX — ¥C) is accessible from the 
vertex A by a path (A” — *P), then from A either B is accessible by a ua-path, 
or C by a uy-path. The new path consists of certain edges of the two old paths. 

Let 7’ denote the first point lying on the path (A”% — *P) which is also 
a point of the path (B* — ¥C). Then we decompose these paths: 

(Bee 90) = (Baal) Tee 2G) 
and 
(AY = 5B) = (AY 20) Ae ees) 


The path (AY — 7’) has no edge in common with the path (B* — ¥C). There- 
fore, if z= w, then 


(AY — *T) +. (7? —*B) = (A¥ — *B), 


or, if z = w, then 


(AY — 1) + (T* — 90) = (A* — 20) 
constitutes a path satisfying the postulates of the lemma. 


§ 3. 
Let A denote an arbitrary but fixed point of the graph @. Let us consider 


the vertices of G from the point of view of accessibility from this fixed point A 
by paths beginning with a #-edge.2 From now on, if no mention is made 


* A classification of certain points of a graph from a similar point of view may be 
found in J. Petersen, lce. cit. 3, pp. 211— 212 ard in D. Konra, loc. cit. 2, pp. 232— 233. 
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of the starting point of a path and the colour of its starting edge, we shall always 
understand a path issuing from A and beginning with a f-edge. In case a 
path (A? — *P) exists, we shall call P briefly an accessible point. If no such 
path leading up to P can be found, then P is said to be an inaccessible point. 

The accessible points can be divided into three classes. Points accessible 
by a path ending in an a-edge, but not by a path ending in a #-edge, are 
called a-points. Similarly are defined the -points. Points accessible by paths 
of both kinds are called y-points. 

As we have required the existence of the path (A? — “4) without edge 
we conclude that 


(3,4) A is either an «-point or a y-point. 


Let us consider an arbitrary edge: PeQ = (P“ —“Q). If P is accessible 
i. e., a path vig= *P) exists, then our Lemma in § 2 implies that either a. 
path (Are “P) or a path (AP —*Q) must also exist. Hence it follows that: 
both points, P and Q, are not simultaneously u-points, that is, both extre- 
mities of a u-edge are not u-points. In detail this means: 
(3,2) two a-points are not connected by a B-edge; 
(3,3) two B-points are not connected by an «a-edge. 

If, in addition, Q is inaccessible, then of the two former paths only 
(AP — "P) exists, therefore P is either a u-point or a y-point. The latter case 
is impossible, since this would imply the existence of a path (Af. *P), 
further, considering that Q is inaccessible, this path could not contain PeQ > 
consequently, the paths (AB —¥P) and (P“ — “Q) could be united into one 
path, which contradicts the inaccessibility of Q: 


(3,4) an inaccessible point is not connected with a y-point, it can be connected 
with an a-point only by an a-edge or, witha B-point only by a B-edge. 
Let us now consider the subgraph /’ consisting of the y-vertices of the 
graph and of all edges joining these vertices. This graph is either coherent!* 
or falls into coherent parts or, briefly, blocks :*4 My, 1’y, I’, ... (i. e., subgraphs 
which have no vertex in common): 
Pa 1, Uther Ue oe 


(3,5) The external point of an edge adjoint to a I’; must be either an a-point 
or a B-point, 
since it can be neither a y-point because of the definition of /’;, nor an inacces- 
sible point because of (3,4). 
18 In general, a graph is called coherent, if any two points of it are connected by 
a ,,path“ of the graph (here the path‘ is not necessarily alternating). 


14 In Petersen, loc. cit. 3, p. 214, .,Systeme zweipfeiliger Linien’’, in BAEBLER, 
loc. cit.,4 p. 280, G-komplexes correspond to these blocks. 
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If we proceed along a path issuing from A to one of the vertices of the 
block [’;, we have to enter the block through an edge adjoint to this block 
(not to mention the case when the whole path together with A lies in block 
1’). If the external point of such an adjoint edge is an q-point, then the edge 
can be nothing el e but a #-edge; if on the other hand the external point is 
a f-point, the edge must be an «-edge. In what follows we shall call every 
edge adjoint to the block /;, whose external point is a w-point and which 
is a u-edge, an entering edge of the block. 

The following theorem is intended to serve as the main tool in later 
considerations and theorems. 


THEOREM I. There is at most one entering edge adjoint to a block I. 
If I; does not contain A, there is one entering edge, in case 1’; does contain A, 
there 1s none. 


Let us consider a path (A® — *R) leading to some point R of /; and 
let the first point of this path which belongs to /’; be denoted by A;. Then 
(AP — *R) = (AB — ¥A;) + (A? —*R), where the path (A? —*%A,) has no 
edge belonging to /’;. We shall examine the accessibility of the points of 7’; 
from A; by paths beginning with a v-edge and lying in /’;. (In what follows, 
when speaking of accessibility within I; we shall confine ourselves to the 
accessibility from A; by a path beginning with a v-edge and lying in 1%.) 

Let us first prove two auxiliary theorems. 


AUXILIARY THEOREM |. /f some point R of I’; is accessible within 1’, 
by a path ending in a y-edge, then it is also accessible within I; by a path ending 
in a y-edge. 

Assuming the existence of a path (4; —”R) in J; we shall prove the 
existence of a path (4? —”R) lying in Jj. 

As R is a y-point, there exists a path (4? —R). If all edges of this 
path belong to /’;, then all its points together with A belong to /'j; then 
(A" — YR) is a desired path, since A; = A and v = 8. 

If the path (A? — ¥R) has an edge not belonging to /’;, then let e= MeN= 
= (M* — 7N) denote the last of such edges. e is evidently an edge adjoint 
to 1';, M is its external point and N is its internal point. We have 


(A? — »R) = (AB — 2M) + (Me — 4N) + (N? — PR), 


where the path (N? — ¥R) lies in the block J’;. Owing to our Lemma, from 
the existence of the paths (N? —¥R) and (4? —’R) lying in I; we may 
conclude that there must exist either a path (4; — YR) lying in /; (in this 
case the auxiliary theorem has already been proved) or a path (A? — 7N) 
lying in /’;. In the latter case the edge e must belong to the path (A? — *A,) 
for otherwise the paths ( Ab v Aj), (A? — #N) and (N? — 7M) having a 
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edge in common could be united into one path. This is impossible, because 
in view of the path (A? — 2M) the point M would be accessible from A by 
a path ending in a z-edge as well as by one ending in a 2-edge; in other words, 
M would be a y-point contrary to (3,5). This shows that in the second alter- 
native the edge e belongs in fact to the path (Ae — » A;). But this can happen 
only if N = A; and z = v. Then 


(N? — 9R) = (4? —?R) 
is a desired path. 
AUXILIARY THEOREM II. Every point of I; is accessible within I; 
both by paths ending in «-edges and by those ending in B-edges. 


Owing to auxiliary theorem I all we have to prove is that every point of 
1’; is accessible within J’; by some path. 

Let us consider all points of J’; which are accessible within J’; and let 
us denote the subgraph consisting of these points and of the edges joining 
these points by /;. Since the path (4? —"A;) (without edge) exists, 4, is 
accessible within /';; therefore /’; is not void. Assuming that there is a point 
inaccessible within /’;, i. e. 1’;  I’;, from the coherence of J’; it follows that 
there is a point K, inaccessible within /’;, connected with a point ZL accessible 
within J’;. The joining edge f = K/L = (K* —*L) does not belong to I;. In 
accordance with auxiliary theorem I ZL is accessible within /’; by paths of any 
ending edge, therefore a path (4? —*Z) in J’; must exist. All its vertices 
and edges are also in /’; and thus the edge f can be united with it in the 
following manner: 


(Ap = *L) + (L* — *K) = (Ap — *K). 


This is, however, contradictory to the inaccessibility of A within /’;. Conse- 
quently, there is no point inaccessible within /’;, q. e. d. 

Using the auxiliary theorems we can prove theorem I as follows. 

Let us assume that the edge g = (S" — “7’) is one of the entering edges 
of the block 7. If S is the external point of this edge, then S is a u-point. 
The internal point 7’ is accessible from A;, according to auxiliary theorem 
Il, by a path (A? —"7) in Ij. The paths (A® —*Aj), (A? — “7) and (T¥ — 
—¥%§) can not be united into one path (AP — 4S), for S would be in this case 
accessible by a path ending in a w-edge, i. e., it would not be a u-point. The 
only case when these three paths can not be united into a single path is clearly 
that when g is an edge of the path (A? — ”A;). This is inconsistent if Aj = A: 
therefore, if /; contains A, no entering edge exists. If A; A, then the only 
case when g lies in the path (A? — ¥A;) is when 7' = A; and g is the last edge 
of the path. Hence it follows that g is the only entering edge of Ti, q. ¢. d. 
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The above discussions imply that 


(3,6) each block I; contains more than one point. 


For auxiliary theorem II ensures the existence of a path (47 —"A,) 


in [;. This is not without edge and therefore it contains more than one 
point. 
§ 4. 
Now we come to the problem of examining the condition for the exis- 
tence of a factor of degree o = 1 of a finite graph!®. We have to find a condi- 


tion for the case when the edges of the graph G@ can be coloured by the colours 
« and # so that in each point the number of the incident «-coloured edges 
shall be o. 

The edges in any graph can certainly be coloured so that the number of 
the a-edges incident to each vertex of the graph is at most o (,,admissible 
colouring“). We shall henceforth allow such a type of colouring only. 

If the number of «-edges incident to one vertex is just o, we shall call 
this point saturated, and if it is less than o, we call the point wnsaturated. In the 
latter case the number of the missing «-edges will be called the deficiency of 
the vertex. 

Let us now consider an admissible colouring for which the sum of the 
deficiencies taken for all points is minimal. Such a colouring necessarily exists 
by the finiteness of the graph. 

No ,,singular path** may exist in case of such a colouring, i. e., no path 
(Be — BC) where B and C are unsaturated and the sum of its deficiencies 
exceeds 1 (the latter requirement guarantees that if B= OC, the deficiency 
in this point is greater than 1). In fact, changing the colours of the edges in 
such a path, we diminish the deficiencies with 1 in B and C, and leave them 
unaltered in the other points. The new colouring is again an admissible one 
because of the properties of the singular path. Here the deficiency sum would 
be 2 less than the minimal, which is absurd. 

Furthermore let us assume that 


(4, H) the graph @ has no factor of degree a, 


i. €,, no colouring exists, where every point is saturated, or otherwise, the 
minimal sum of deficiencies is greater than 0. We show that assuming this 
hypothesis we shall obtain results contradictory to some other assumptions 
and therefore, these assumptions will assure the existence of a factor of degree o. 

We shall transfer the notations and statements of the previous sections 
to the colouring of a graph G with a minimal sum of deficiencies, so that 
A shall always stand for an unsaturated point of the graph. 


ie ot ee ee Nos : ; Le 
exis Since in $$ 4—7 we confine ourselves exclusively to finite graphs, the term 
..finite* will in general be suppressed 
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What has been said about the singular path implies 


(4,1) every (3-point and every y-point is saturated with the only exception 
of the point A if A is a y-point and in this case. the deficiency in A 
is exactly 1. 

Since the factorisation problem is essentially simpler in case o = 1, 
and therefore we can establish more general theorems, first we shall deal 
with this case separately. 

Sh, 


We consider now the case o = |. Since apart from A, to an «-point at 
least one a-edge must be incident, the «-points are now saturated. To every 
«-point and by (4,1) even to every @- and y-point (except A) exactly one 
«-edge is incident. We can also conclude that 
(5,1) an «-edge issuing from an «-point ends neither in an a-point nor in 

an inaccessible point. 

Indeed, an edge (P“ — “Q) is the only a-edge incident to both P and Q. 
If P is an «-point, i. e., there exists a path (A® — “P), then the last edge in 
this path is necessarily (Q* — “P). Leaving this edge aside, the path (A® — ’Q) 
remains. But this means that @ is neither an @-point nor an inaccessible point, 
as stated. 


(5,2) The entering edge adjoint to a I’; is an a«-edge. 


The internal point A; of an entering 8-edge would be — in accordance 
with auxiliary theorem II — accessible from A; within /’, by an ea-path. 
(In the present case v = 8, v = a.) Then two a-edges would be incident to Aj, 
what is impossible because of o = 1. Similarly, auxiliary theorem II implies 
that every point of J’; is accessible within /’; by a path ending in an «-edge, 
therefore each point of J’; with the sole exception of A; is an endpoint of some 
a-edge belonging to /';. Hence it follows on the one hand that 


(5,3) besides the entering «-edge, only B-edges are adjoint to L’i, 
and on the other hand that 
(5,4) every I’; consists of an odd number of points, 


viz. it consists of the point A; and of an even number of extremities of «-edges 


-having no vertex in common. 

Consequently, the graph will have the following structure: 

A f-edge issuing from an a-point ends neither in an «-point (3,2), nor 
an inaccessible point (3,4), nor a y-point (5,2); hence its endpoint is a B-point. 

An a-edge issuing from an «-point terminates neither in an a-point, 
nor an inaccessible point (5,1), nor a y-point (5,3); thus its endpoint is a 


O-point. 


142 T. GALLAI 
a 


The external point of a f-edge adjoint to a block J’; is neither an «-point 
(5,2), nor an inaccessible point (3,4), nor, by definition of 1, a point belong- 
ing to another block, consequently it is a #-point. 

The single a-edge adjoint casually to a block /’; must start, by (5,2) 
and by definition of /’;, from a @-point. 

By (4,1), to each f#-point an «-edge is incident which ends neither in a 
8-point (3,3), nor in an inaccessible point (3,4), i. e., it ends either in an «-point 
or is the entering edge of some block 1%. 

These discussions show that, leaving A out of consideration, each 
«-point is the endpoint of one and only one «-edge issuing from a #-point, 
and each block (with the exception of the block containing A, if this exists) 
has one and only one «-edge of the same type as its sole entering edge. Hence 
it follows that there is a one-to-one correspondence between the set of all 
«-points and blocks J’; (except A resp. the block containing A) and the set 
of #-points. If we omit now the #-points and every edge issuing from them, 
then the a-points become isolated points and the blocks J’; lose their adjoint 
edges. The «-points and the blocks /’; are coherent parts of the remaining 
graph and each of them contains an odd number of points. But the above 
correspondence shows that these parts are, just because of the existence of A, 
in number one more that the @-points omitted. 

Thereby we have given a new proof for the sufficiency of TUTTE’s 
theorem:® 


If a graph has no factor of degree 1, then there is a subset (void or not) 
of the points of the graph such that by omitting it together with the edges incident 
to these points, we arrive at a graph whose coherent parts containing an odd 
number of points are in number more than the number of points omitted. 


The converse of this theorem also holds; the following proof is due to 
Turre.® If a graph has a subgraph with stated properties, and a factor of 
degree 1 existed, then to each part arising by the omission we should have 
to find an adjoint edge of the original graph, which is also an edge of the factor 
of degree 1. This follows from the fact the number of the points is odd and 
therefore the edges of the factor incident to the points of a part can not all be 
edges of the same part. Clearly, the external endpoint of this adjoint edge 
must be one of the points omitted. But this is impossible, since the number 
of the points omitted is less than the number of the parts and two edges of a 
factor of degree 1 have no point in common. 

We also give another formulation of Turrn’s theorem; for this purpose 
we introduce some new terminologies which we shall use later. 

Two subgraphs containing no common points, of a graph are connected 
if there is an edge whose endpoints are in the first and in the second sub- 
graph, respectively. A point is connected with a system of subgraphs, if it is 
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connected with at least one of them. We shall speak of independent subgraphs, 
or of a set of independent subgraphs, if no two of them have a point in com- 
mon and no two are connected. 


Now Turrsx’s theorem may be reformulated as follows. 


A necessary and sufficient condition that a finite graph shall have a factor 
of degree 1, is that the number of points connected with any system of independent 
subgraphs containing an odd number of points shall not be less than the number 
of the subgraphs in the system. 


Let us now assume that the graph in question is even. 


It is a well-known elementary fact!® that the points of such a graph 
may be divided into two groups in such a manner that no two points belonging 
to the same group are connected by an edge. The edges of the graph are there- 
fore edges connecting two points of different groups. Thus if we start from 
A along a path with a @-initial edge, we arrive alternately at points of the 
two groups. Therefore the points accessible by a path ending in an e-edge 
belong to the same group as A, and the @-points to the other group. Hence 
we conclude that the «-points are independent and the graph fails to have 
y-points. (Both assertions hold even if o > 1.) This implies that the a-edges 
issuing from #-points terminate in «-points. As we have seen, the «-points are 
connected neither with each other, nor with inaccessible points; consequently, 
these points (together with A) form a system of independent points, which 
is connected only with @-points whose number is one less than that of this 
system. Therefore, if an even graph has no factor of degree 1, then it has a 
system of independent points, connected with points in number less than the 
number of the points in the system. 


On the other hand, it is trivial that the existence of a factor of degree 
1 implies the possibility of finding to any choice of independent points, points 
in number equal to the chosen points such that any of them is connected with 
some of the chosen points. For, if we consider the edges of the factor of degree 
1 which are incident to the chosen points, the other endpoints of these edges 
have the required property. 

This completes a new proof of the Hann—Rapo theorem:”* 

A necessary and sufficient condition for the existence of a factor of degree 


1 of a finite even graph is that with any system of independent points at least as 
many points shall be connected as the number of the points in the system. 


Thus we see that, against TuTTE’s theorem, in case of even graphs it is 
sufficient to consider only systems of independent points instead of indepen- 
dent systems of subgraphs containing an odd number of points. 


16 K6nie, loc. cit.2, pp. 151 and 179. 
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§ 6. 

Let us turn our attention to the case of factors of degree o > 1. Our 
method applies in case o > 2 only for regular graphs!’. Therefore, in the follow- 
ing chapter we assume that the finite graph G is a regular graph of degree 
» > 1. At the same time we may assume — without loss of generality — that 
the graph is coherent. By the regularity, if there is a factor of degree o, then 
its complementary factor exists and is of degree r = y — o. 

Since the number of points of odd degree of a graph is even, it follows 
that if at least one of o and r is odd, then factors of degree o resp. r can exist 
only in case @ contains an even number of points. If y = 0 + r is also odd, 
then this condition is automatically satisfied. However, we assume that 


(6,C) if both o and r are odd, then the graph has an even number of points. 


Now we are going to show that, if we proceed again by assuming the 
failure of factors of degree o (4,H), then by making use of the regularity and 
coherence of the graph as well as of condition (6,C) we are led to a contradic- 
tion arising against the hypothesis that the adjoint numbers of proper sub- 
graphs exceed certain bounds. The fulfilment of these conditions will there- 
fore ensure the existence of a factor of degree o (and at the same time one of 
degree r). 

In order to establish the structure of the graph we shall introduce a few 
more notations. 

We shall denote the block /’; containing A (inasmuch as such a block 
exists) by J’4, and the number of «- and @-edges adjoint to J’4 by 4, and 23 
respectively (if /’4 does not exist, we put A, = 43 = 0). 

We shall write /’,, for the blocks to which an «-coloured entering edge 
belongs, and J’, for those /’,, to which no «-edge other than the entering 
wp and g/, the num- 
ber of the blocks J’,. The marks J’3., / ‘5; 93» 95 have similar meanings. 


edge is adjoint. g,, will denote the number of the blocks J’ 
Let n,, denote the number of «-points and n3 that of @-points. Let 
further ¢ mean | if A is an «@-point and 0 if A is a y-point (ef. (3,1)). 
We are going to show that 


{6,1) each block I’, or L’3', if they exist, contains an odd number of points. 


' 


Let us consider, for instance, the «-edges of a block T,., leaving all 
other «-edges aside. If o is odd, then of the points of / ig Only the entering 
point (j, e., the internal endpoint of the entering edge) is of even degree in 
the «-edges, for all points being y-points are saturated (4,1). Then the fact 
that the number of the points of odd degree is even implies (6,1). If o is even, 


Ae) aTae ; : 5 ok 
With the present method I have sueccecded in getting factorisation theorems 


for general graphs besides 6 = 1 only for the case o = 2. I shall discuss these results 
on another occasion. 
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then only the entering point might be of odd degree in the a-édges. This is, 
however, impossible and therefore we have 


(6,2 if o ws even, then no block I, exists, i. e. g,, = 0. 
The same inference shows that 
(6,3) if r ws even, no block I's. exists, i. e. gz = 0. 


The existence of /’,, i. e., the fact that A is a y-point, implies the exis- 
tence of an edge adjoint to it. For, in the contrary case, in view of (4,1) 
we could show as before that both o and r are odd and Jy, has 
an odd number of points. Because of the coherence of G we have then 
G = I’, in contradiction to our assumption (6,C). Therefore we may state 
that if J’, exists (« = 0), then 4, + ig > 0 and hence 


(6,4) é, 4, and 3.2 do not vanish simultaneously. 


Let us denote by § the minimum of the adjoint numbers of those proper 
subgraphs of the graph, which contain an odd number of points. The coherence 
implies § => 1. 

We shall count in two ways the «-edges incident to «-points!* and the 
p-edges incident to 8-points and then compare the results. 

First method of counting. The number of the a-edges incident to «-points 
is by no means greater than n,0 — é. 

Second method of counting. The number a-edges issuing from a -point 
is exactly o [cf. (4,1)]. The a-edges leading from {-points to y-points are the 

entering edges of the blocks /’,,, their number is g,, (Theorem I). The other 
a-edges issuing from f-points end in a-points [(3,3) and (3,4)]. Hence the 
‘number of a-edges connecting a-points with ?-points is ngo — 9,- 

The «-edges adjoint to J’, end in «-points, this follows from Theorem [ 
and (3,4). Their number is /,. 

In addition to the entering edge, at least one more «-edge is adjoint 
to every I”,,, which is not a I’. These end in @-points [Theorem I and (3,4)]; 
their number is at least 9, — Yj- 

By the definitions of the blocks D3: and the number §&, the number of 
a-edges adjoint to a block D3; is at least § — 1 and they end in @-points 
[Theorem I and (3,4)]. Their number is at least g3 (eit): 

Collating the two results, it is required that 

(306 — ga) + bg + (Su — $a) + g3(§ —1)= 2,06 — 8, 
whence 
(6,5) +4, + 966 — 1) — Ga (ta — Mp) 4: 


18 An a-edge incident to 3-points on both ends is counted twice; the same is true 


for the f-edges. 


10 Acta Mathematica 
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Turning our attenticn to the -edges, by the first method of counting the 
number of B-edges incident to P-points is mgr. shies 

By the second method the number of #-edges issuing from an e@-point 8 
at least r. (If A is an «-point, then it is for this point at least t+ 1.) gg of 
these are adjoint to some of I’s;, the rest of them ends in ?-points [Theorem I, 
(3,2) and (3,4)]. Hence the number of the latter ones is at least n,r + € Ue 

The same inference as above shows that the numbers of (-edges in the 
corresponding three cases are jg, at least gg — I and at least g,(& — 1) 
respectively. 

By comparing the results we get 


(n,t +8 — gp) +43 + 9a (& — 1) + (93 — 98) = 87 , 


whence 1 

(6,6) e+ Ag + Gu (5 — 1) — gg (ng — My) t. 

By eliminating , and ng from (6,5) and (6,6) we get 

(6,7) e(6+7r)+7d, +043 + galo (E — 1) — 7] + opie & — 1) —o]=0. 
Accord ing to (6,4), since o > 0, r > 0, we obtain 

(6,8) gulo (§ — 1) — r] + gg [x (§ — 1) —o] <0. 


We find a contradiction to our hypothesis (4,H) if we stipulate the inequalities 


(6,9) o(§—1)—tr=0 and tT(§ —1)—c= 0, 
ahi Eee and 4 ‘ 
0 T 


We have thereby proved the following theorem: 


THEOREM II. A coherent regular finite graph of degree v = o +r can be 
decomposed into the product of factors of degree o and of degree r, if the adjoint 
numbers of its proper subgraphs containing an odd number of points exceed or 


v v : 

equal the greater of the numbers : and —; provided that whenever both o andr are 
( T 

odd, the graph has an even num ber of points. 


(6,9) is equivalent to 


(6,10) ee 
§ § 


Theorem II can be reformulated as follows: 


CornotLary 1. The graph has a factor of degree o for every number o 
satisfying the following condition: 
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provided that, in case o is odd and y is even, the graph has an even number of 
points. 


Se 7; 
By considering the evenness resp. oddness of the numbers o, 7 and », 
we can further sharpen the above results. 


a) (6,2) and (6,3) show that if both o and rt are even, then 


Ia = 98 =.0. 
This is contradictory to (6,8) and to assumption (4,H). This implies PETERSEN’s 
theorem’ on graphs of even degree: 


Every finite graph of even degree may be splitted into the product of 
two factors of arbitrary even degrees. (Of course, the sum of the degrees of the 
factors must be equal to the degree of the graph.) 


b) If o is even and r is odd, then we can ascertain the vanishing of g', 
only. Then the inequality 
Fe) 
resp. the hypothesis 


(7,1) ——— 


y 
or o=r—— 
y—o E 
contradicts (6,8) and so even (4,H). Hence we have 
THEOREM III. A finite graph of an odd degree vy has a factor of even 
degree o if § satisfies condition (7,1). 
Now we prove the following 
Lemma. § is even or odd according as vy is even or odd. 


All subgraphs of a graph of even degree have an even adjoint number. 
For let us consider an arbitrary subgraph and let us complete it by all those edges 
of the original graph whose both endpoints belong to this subgraph. Then 
unite all external points of the edges adjoint to this subgraph into one point K. 
All points different from K of the graph thus arising are of even degree and thus 
K cannot be the only point of odd degree. Hence the adjoint number of each 
subgraph is even, in fact. Similar arguments show that a subgraph having an 
odd number of points, of a graph of odd degree, has an odd adjoint number. 
This completes the proof of the lemma. 

In view of this lemma we see that for graphs of an odd degree § > 1 
implies = 3 and from Theorem III we conclude 


Turorem IV. If a finite graph of an odd degree v has no_, bridge (§ > 1), 


. 


then it has always a factor of any even degree not exceeding ; vy, consequently, 


& 


1 
also a factor of any odd degree not less than V. 


L0* 
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If » = 3, we get PETERSEN’s theorem quoted in § 1. 


Since by 0< 0 < 9» 
Vy 


i (0) 


So I, 


the existence of (7,1) follows from the condition § = 0 + 1. On the other hand, 
if £ is odd and o is even, it is enough to suppose £ =o. Accordingly, we have 


A finite graph of odd degree has a factor of even degree o if § =o. 
This is BAEBLER’s theorem cited in § 1. 


c) If both o and r are odd, then y and hence by lemma § is even. In this 
case for instance £ > 2 implies £= 4 and so, if § > 2, by (6,10) factors of 


Ae pea : ae ov 
degree o can be found for every o satisfying the inequality ri =o= —. The 


condition > 2 can be replaced by the condition that the graph has no ,,double 
bridge‘‘, i. e., by omitting any two edges the coherence of the graph will not 
be destroyed. Consequently, we have proved 


THEOREM V. If a coherent finite graph of even degree with an even 
number of points has no double bridge, then it has a factor of degree o for every o 
satisfying the inequality 

Tide ce 3 
os (Ooo ee 
4 4 


We remark that in case of an even » it follows § = 2 and hence the 
inequality 


V4 
= 
= 


Sct | 


is fulfilled without any further assumption. This means : 
A finite graph of an even degree v with an even number of points always 


res 
possesses a factor of degree — . (KOntTa."®) 
» 
As it has been shown in § 5, an even graph contains no y-points, hence 
Fa; and 1%’ fail to exist. Consequently, gi = 9/8 = 0 is always true, 
leading at once to a contradiction to (4,H) and proving that the graph has a 
factor of degree ¢ whatever the value of o (o = v). Since A is necessarily an 


a-point, ¢ is equal to 1 and so we have not even to assume2® (6,C) to prove 
(6,4). We thus get 


™ K6nia, loc. cit. *, p. 160. 


20 We remark that for for reg 


matically fulfilled, ular even graphs, as easily proved, (6, C) is auto- 


ON FACTORISATION OF GRAPHS 149 


A regular finite even graph possesses a factor of any degree not exceeding 
the degree of the graph. (KOntG.21) 


§ 8. 


In this section we extend the results of the previous sections to infinite 
graphs of finite degree. Since a coherent graph of finite degree may have 
only denumerable points*?, in what follows we may confine ourselves only 
to graphs containing denumerable points. Evidently, in an infinite graph 
of finite degree the edges adjoint to any finite subgraph are finite in number. 

We are going to prove the following theorem. 


THEOREM VI. Suppose that an infinite graph G of finite degree satisfies 
the conditions for the existence of factors of degree o of finite graphs stated in §§ 
5—7 with the trivial exception of the condition of containing an even number 
of points) such that by ,,systems of points, ,,subgraphs,« ,,coherent parts of @ 
we mean only the finite ones. Then G has a factor of degree o. 


This theorem essentially contains as special cases the theorems of 
Konie— Vauko, Konic, Rapo and Turts cited in §1. 

In the preceding discussions the finiteness of the graph was first used 
in §4, when we assumed the existence of a minimal deficiency-sum. Hence we 
concluded that the graph has no singular path and this led us to (4,1) on 
which all subsequent statements are based. Besides this we used the finiteness 
of the graph only through the finiteness of the number of accessible points 
in the graph. 

Starting with the assumptions and notations of §3 we shall show, app- 
lying a reasoning due to Konie and VaLK6®, that every infinite graph of finite 
degree has a colouring such that the number of a-edges incident to any point 
does exceed o and there is no (finite) singular path in the sense of §4. We 
shall call such colourings swtable. 

Let P,,P.5,... denote the points of the graph in some order. By G, 
(n = 1,2,...) we shall mean the subgraph consisting of the points P,,P,,..., Pa 
and the edges connecting these points. If k </, Gy is a subgraph of Gy; 
each colouring of G; implies a colouring of G, which will be called a part of 
the colouring of G;,and the colouring of G is said to be an extension of the 
colouring of G,. (We observe that for the sake of uniformity we shall also 
speak of the colouring of graphs without edge, this having all other colourings 
as its extension.) It is evident that each finite graph G, has admissible colour- 
ings with a minimal deficiency-sum, 1. e. suitable colourings, but only a 


finite number of them. 


21 Konia, loc. cit. 2, pp.. 170—195. 
22 Kénta, loc. cit. 2, pp. 738—80. 
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The suitable colourings of the graphs G@,, Gs, ... imply suitable colour- 
ings of G,. Therefore, G, has a colouring which is part of an infinity of 
suitable colourings. Let us fix one of such colourings of G,, and in what follows 
we consider only the extensions of this fixed colouring. Each of these implies 
a suitable colouring on G5, hence G@, has a suitable colouring which is part of 
infinitely many suitable colourings, etc. We proceed in this manner to get 
fixed suitable colourings of the graphs G,, Gg, ... such that each is an exten- 
sion of its predecessor. Therefore, each edge of G obtains a well-defined colour 
and this defines a colouring of @ which is evidently suitable (since a singular 
path of G would be that of some G,). 

Assume now that the graph satisfies the conditions of Theorem VI. 
We shall arrive at a contradiction to the hypothesis that 


(8,H) the graph has no factor of degree o. 


Owing to (8,H), in every suitable colouring the graph must have unsa- 
turated points. But unsaturated points may only occur such that the points 
accessible from any fixed one of them on a path with an initial @-edge are 
infinite in number. For, if an unsaturated point existed from which only 
finitely many points were accessible by paths with initial @-edges, then choosing 
this point for the point A of § 4, (4,1) would be true because of the suitability 
of the colouring and we should arrive, applying the reasonings of §§ 5—7, 
at a contradiction to the hypotheses of Theorem VI. 

Let us choose an arbitrary suitable colouring and let the unsaturated 
points be A,, A,,... (this is either a finite or an infinite sequence). From 
each of these points infinitely many points are accessible by a path begin- 
ning with a @-edge. Now we show that in this case from each of these points 
an infinite alternating path starts, having an initial s-edge. 

Consider A; and the infinitely many alternating paths issuing from A, 
and beginning with a @-edge. If / > n, then a path consisting of 1 edges contains 
a subpath of nm edges. Because of the finite degree of the graph, the number 
of paths containing n edges ave finite in number. Hence, there is a path with 
n edges which is part of infinitely many paths, and applying the same inference 
as above, we conclude that there is an infinite alternating path issuing from 
A; with an initial -edge. 

If we interchange the colours of the edges on such a path, we diminish 
the deficiency of A; without altering the deficiencies of the other points. 
We shall prove at the end of this section that the new colouring got by inter- 
changing the colours is again a suitable colouring of the graph. Suppose that 
we have already verified this statement. 

At first, interchange the colours of an infinite path issuing from A,. If 
A, is yet unsaturated, do the same with another path of the same type ete. 
until A, becomes saturated. Then we apply the same process on A, As, . 
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If the number of A; were finite, then we would arrive after a finite 
number of steps at a colouring, where each A;, and hence each point of the 
graph is saturated. This is against (8,H). We show now that, in case of infini- 


tely many Aj, one is able to construct a colouring of the graph where each 
point is saturated, i. e., Theorem VI is true. 


We shall denote the colourings got by successive interchanging of colours 
as described above by ~y, yo,... It is clear that to any k we can find an 
N such that in ~, (n > N) all points A,,..., A, are saturated. Since these 
infinitely many colourings determine on each subgraph G; only finitely many 
different subcolourings, by the KOnra—VatK6 method we can successively fix 
on the subgraphs G,, G,... colourings /,, W5,... such that each ¥; 4 18 
an extension of yw; and each of them is a part of infinitely many qj. The colour- 
ings Wi, Yy,... determine uniquely a colouring ¥ of the edges of G where 
each point is saturated. For, any point P of the graph, together with the 
extremities of the edges issuing from it, belongs to some subgraph Gj.’ Since 
yj, the colouring of G; determined by w, is part of infinitely many Pi it is 
part of a certain colouring q;, at which the points A, belonging to G; (finite 
in number) and hence all the points of G; are saturated together with P. 
But every edge issuing from P belongs to Gj, hence P is saturated in ; and 
so even in ¥. 

In order to complete the proof we have to show that if we interchange 
the colours on an infinite alternating path (A? ...) issuing from an unsa- 
turated point A with an initial @-edge, then the new colouring will be again 
a suitable colouring of the graph. That is, we have to prove that if there is 
in the new colouring a singular path, then there is such a path even in the 
original colouring. Let us suppose, therefore, the existence of a path (BP 00) 
in the new colouring, where B and C are both unsaturated points and their 
deficiency-sum is greater than 1. 

In the original colouring the points A, B, C are not only all unsaturated, 
but any two of them have a deficiency-sum at least two. This is a simple 
consequence of the fact that in the original colouring A has one greater 
deficiency, while all other points have the same deficiency as in the new 
colouring. 

It is sufficient to prove that in the old colouring some two of A, B, C 
are connected by a #8-path, i. e., a singular path exists. 

Let us consider a point D on the path (AP...) such that in (AP isis) 
aes (AP —*D) + (D*...) we have wu = @ and the infinite path (D” . . .) contains 
no point of (Be — ’O). The existence of such a D is implied by the finite 
degree of the graph. = 

We consider only the points and edges of the alternating path (AP PD), 
taken in the original colouring, and leave all other points and edges of the graph 
aside. Then the number of f-edges issuing from A and D exceeds with one 
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the number of «-edges issuing from A and D, while for all other points the 
two corresponding numbers are equal. The same is true for the path (Be — PQ) 
in the new colouring with respect to B and C. 

Let us consider the points and edges of the paths (4 8 _ BD) and (Be — 80) 
in the original resp. in the new colouring, twice considering the common 
edges. The coinciding edges of these two paths have different colours in the 
two paths, while all other edges, even those of the path (Be -- BQ), have the 
original colouring. It is evident that by omitting the coinciding pairs of edges 
the difference of the numbers of the «- and f-edges incident to any point 
does not chan e. The finite subgraph @ arising by this omission out of the 
paths (Abe? Dyand (B® — ®C) has the property that to all of its points the 
number of inciden # edge and « edge: are equal, except A, B,C, D to which 
one more (if 2, 3 or 4 of them are coinciding, then 2, 3 or 4 more) 3-edge belongs. 
We shall show that in the graph ® (whose edges have their original colours) 
there exists a @@-path which is a singular path of G. 

From what has been said about the graph ® we infer that we can start 
from A along an alternating path with an initial @-edge and we must arrive 
at a point whence we cannot proceed so that the path shall be alternating. 
This point is surely one of B, C, D. If this point is either B or C, then we are 
ready. If this point is D, then omit the edges of the path from A to D just 
constructed. The remaining subgraph of ® has the property that to all of its 
points the same number of @-edges as e-edges is incident with the exception 
of the points B and C to which one more (if B = C, two more) §-edge is 
incident. By the process used above we get a 33-path connecting B and C 
which is a singular path of G. This completes the proof. 


(Received 16 May 1950) 


O PAKTOPHSANMHH ,.CPADPOB* 
T. PALATE (Byganenr) 


( Pesiome) 


"Tpadom”? nasnbaeted HeKOLOPOe MHOIKECTBRO TOVeK U peep, UpHyeM K Kam loMy pedpy 
UpHHaMekar {ne town. (Streckenkomplex, simplicial 1-complex.) Banenunm wiesom nor 
rpaa HasnRaeTeA YNCAO TeX pedep, TOAPKO OHA TOUKA KOTOPHX UpHBAMIERUT K NOArpady. 
YHC1O YHUPAOMMUXCA B OLY TOUKY pedep HasbBaered crenenbwH ToURH. [pad HasnBaerea upa- 
BHADHHIM, CCIM CLEHCHH BECX CLO TOVeK PABUN MeAAY co6ow., OGmad creueub TOVeK MpaBuAbHOro 
rpada vaspaerca crenenbH rpaa. Parropom rpada Hashpaerer upasnavunil logrpad co,ep- 
MAU Be TOUKM pata. 

Baxuoit upodsemoit veopun rpahos ancierca BoMpoe cyiuecrBoBanHA ihaxropos. B »rom 
HANpaBLeKMA W3BeECTAM Mccleonanna Ierepcena, Kenwa, Bedaepa, Noaaa-Pado wu Tyra. 


Peopembt 9TAX aBropow O6raqaIOr pasM4iHHM XapakrepOM Bb BaBHCHMOCTH OT TOO, ABIACTCA IM 
crenenb rpada m Pakropa vernoli, wan neyvernoit, 
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B nacroameit padore BomeynoMaNyTHe TeOpeMHN OKAsHBAWTCA, HCXOLA 13 O6MerO OCHO- 
baHMA HM JaeTCA HOBOE YCXLOBNE CyMeCrTROBAHHA (PaKTOpOB, CyMlecTBeNHO HesaBucuMmMoe OT yeTHOrO 
Xapakrepa creneun. Teopem Jokasnpatorcx cuayata JA KOWEYHHIX rpados, a saTem MB HX 
0000maeM HM Ha GeckouedHe rpaipa KONE HO! crenenn (§ «). B namnx YTBEPRLCHWAX BaIKAYIO 
polb ULpaeT MBHAMYM 3alenHNxX YACeL, lpHnasemanunx 
yncaa Toye (§). 


nowrpaipam COCTOAMMM 13 HeYeTHOLO 


Tlocae BeryuMretbHux TeopeM epBHX YeTHpeX aparpaoR Mi AOKasHRAeM B ATOM 
taparpaibe Teopema Tyrra, Noaan nu Pado ornocaumecs k cymecrBosanmo (paxropa wWepsoit 
crelena. 


B mecrom waparpaibe Mit oKasnBaem Caelywoulylo Teopeny : 
TEOPEMA II. Koneunmii, ceasannni, npacuaonoi ipag crenenu » = 6 + 1 06aadaer Gax- 
Vv vy 
TOpom crenenu o UT ecau § > max [z- ‘) NPCONOAMIAA, UTO Npu OWT — NENeTHHL, pag 
UMeeT UETHOE UUCAO TOUER, 
B cegpmom uaparpaie, 1pHuuMad BO BHUMANMe YeTHOCTh WIM HeYCTHOCTH ¥, 6, T, Mbl 


LOKAZHBAEM CAELYOUME CICLCTBUA MpeAAyUeH TeOPeMbL, KOTOPHe OTHOCHTCH K KOHCUNHIM, CBAA- 
3ANMEIM, MPAaBHIbAbIM rpapam : 


Eeau crenens y ipagia neuetnaa, To cywecreyer 0aAa KAHCOOK UETHOK oO, YOOBAeTEOpAnNMen 
v 
yonoeun: o<y— = Paxrop crenenu o. 
Ecau crenend v ipagia nevernaa u ipagi ne umeer mocra (§>1) ro cyweereyer pax- 
2 vy 
TOp “eTHOW CTenenu He npegocKodAYUt ZY u PakTOp NENeTHOW CTEneHU He MeNdUME >. 
Ecau papi umeer uernoe wucao rouex, e10 crenend v WeTHAA WY NEIO NEL JeO%UnOLO 
: y ov 
mocra (E>2), ro cywecreyer Jaa Kado 0, yOosaeTeopAowek TpeGoeanuw: F[So6 Sp 
Paxrop crenenu o. 
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